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1 Introducao

Em estatistica, os modelos de regressao consistem em ajustar uma funcao a um con-
junto de n observagoes. A regressao estuda a relacdo entre duas ou mais variaveis e
incorpora os erros experimentais sendo expressa por:

y:f<Xaﬁ)+€

em que, y é o vetor com os valores observados (variavel dependente); X matriz com as
covariaveis (varidvel independente); f é a fungao que associa as varidveis; 3 é o vetor de
parametros e € é o vetor de erros experimentais.

Os modelos de regressao sao classificados basicamente em modelos lineares e nao li-
neares em relacao aos seus parametros. Considera-se o modelo de regressao como linear
quando as derivadas parciais em relacao a cada parametro do modelo nao dependem de
nenhum parametro do modelo. Por outro lado, se pelo menos uma derivada parcial de-
pender de algum parametro este é classificado como nao linear. Nao ha forma fechada
para a solucao do sistema de equagoes normais de um modelo nao linear, sendo necessario
utilizar métodos numéricos iterativos (DRAPER e SMITH, 2014).

Para a solucao aproximada de sistema de equagdes foi criado por Newton (1643-1727) o
denominado “Método de Newton”, um processo que é aplicado iterativamente para obter
aproximagao da solugao, tao precisa quanto se queira. O método de Newton aproxima
f(B) em B" por sua aproximagao em série de Talylor até o termo quadrético, assim:

F(8) ~ F(8") + 388~ B") + (8~ B"VH(B")(8 - B

em que J é a matriz de derivadas parciais de f(8) em relagdo a B denominada matriz
Jacobiana e H é matriz de segundas derivadas denominada de matriz Hessiana.

Derivando a funcao quadratica em relacao a 3 igualando a zero é obtida a condicao
para ter o minimo:
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I+ H (B B") =0
ou
B=p"— (1)

Assim a solugao da equagao f(3) é aproximada pelo método iterativo de Newton como

apresentado abaixo:
gt =g — (1)
(BARD, 1974).

Entre as descobertas mais importantes de Gauss (1777-1855) pode-se destacar o método
dos minimos quadrados. O diretor de um observatorio na Italia tinha algumas observagoes
de um asteroide, nomeado Ceres, o qual nao foi visto depois de algumas semanas. O
problema despertou o interesse de Gauss, pois a partir de um determinado nimero de
observacgoes queria descobrir a érbita do planeta. Assim, descobriria para onde os obser-
vadores deveriam apontar o telescopio. Para determinar a érbita de planetas, Gauss criou
o método de minimos quadrados que levou a resultados surpreendentes. O asteroide Ceres
foi visualizado depois em posicao muito proxima a indicada pelos calculos realizados por
Gauss (BOYER, 2010; EVES, 2004).

O objetivo do trabalho foi comparar os métodos iterativos de Newton e Gauss-Newton

no ajuste do modelo Stanford e Smith (1972) aos dados de mineralizagdo de carbono de
palha de aveia no solo.

2 Material e métodos

Os dados utilizados para o ajuste do modelo foram extraidos de Giacomini et al.
(2008). O experimento foi realizado em laboratério. Um argissolo vermelho distréfico
arénico, da camada de 0-10cm de uma area que vinha sendo manejada em sistema plantio
direto foi avaliado. A coleta da aveia foi feita no estadio de maturacao fisioldgica, sub-
metida a secagem ao ar e armazenada em lugar seco até o momento da incubagao. Neste
trabalho foi avaliado um tratamento com palha de aveia incorporada no solo. A minera-
lizacao do C foi avaliada por meio da emissao de CO,, durante a incubacao, medindo-se
a porcentagem de carbono mineralizado sempre nas mesmas unidades experimentais aos
3, 5,9, 14, 20, 25, 30, 35, 45, 55, 65 e 80 dias do inicio da incubagao.

Avaliou-se o modelo Stanford e Smith:

Oi = 00(1 — 613]?(—]{?252‘)) +&;

No modelo, C; corresponde a porcentagem do carbono adicionado mineralizado até o
tempo t; (em dias), i = 1,2, ...,n; Cy é o carbono potencialmente mineralizavel; k é a taxa
de mineralizacao e ¢; é o erro experimental (SILVA, et al., 2019a; SILVA, et al., 2019b).

O método de minimos quadrados protosto por Gauss consiste em minimizar a soma
de quadrados do erro. Para os modelos de regressao o erro é obtido por: € =y — f(X,3)
e a soma de quadrados do erro é dada por:

€/€ = (y - f(Xvﬁ»,(y - f(XHB))
=y'y —2f (X, B)y + f(X,8)f(X, B).
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Observa-se que o ponto que minimiza a soma de quadrados do erro €€ é obtido
derivando-se a funcao em relagao a 3 e igualando a zero, chega-se ao sistema de equagoes
normais:

X'f(X,8) =

em que x = . Logo, X é a matriz de derivadas parciais do modelo, e para modelo

85 (X, 8)
nao linear a f}gatriz X tem parametro pela defincao de que um modelo é classificado
como nao linear se pelo menos uma derivada parcial da funcao depender de parametro.
Portanto, f(X,3) e X dependem de 3. Deste modo, nao é possivel obter forma fechada
para a solugao B, sendo necessario o uso de método iterativo para aproximacao da solucao
(DRAPER e SMITH, 2014).

Assim, precisa-se determinar J e H da funcao €’e para usar o método de Newton para

ter uma solu¢ao aproximada dos B que minimizam a soma de quadrados do erro:

_ode _OF(X8), 0r(X.B) CLXe), oy
I=25 — 2 g Y JXB) = 2T ey f(X.B) = —2Xe
e

B O%€'e 0 92 f(X;, B)
=808 08 [XX Z 0800 ]

Pelo método de Newton:

Bn—}—l — ﬁn - (Hn>71Jn

Substituindo-se J e H na expressao acima, tem-se:

-1
2

ou

-1
g _gn_ [X,X S a?f(_w ] e

Para o seu problema de minimizar a soma de quadrados do erro €’e, Gauss descon-

siderou o segundo termo da matriz Hessiana, pelo fato do termo s o ;;’;ﬁ/f’) ; Ser muito
i=1

pequeno em relacao a X'X a medida que se aproxima da solucdo do sistema. Com essa
otimizacao, criou o denominado método de Gauss-Newton que ficou da seguinte forma:

B = pr — [X'X] "' X'e
(BARD, 1974; JUDGE, et al., 1985; NOCEDAL e WRIGHT, 2006).

O método de Gauss-Newton também é denominado “método da linearizacao”, pois
desconsiderar o termo do erro na matriz Hessiana equivale a considerar a equagao f(X, 3)
a série de Taylor até o termo de primeira ordem (aproximagao linear) e aplicar o método
de minimos quadrados (DRAPER e SMITH, 2014; MAZUCHELI e ACHCAR, 2002).

Considerou-se que o modelo ajustado convergiu se a diferenca da soma de quadrados
do erro (SQE) das iteracoes i — 1 e 7 foi menor que 10~%. Além disso, foi contado o nimero
de iteracoes que o método precisou para convergir e calculou-se a SQE. Os valores iniciais
para os parametros foram 8% = (C9 k°) = (70 0,03) As andlise foram realizadas
utilizando-se o software R (R Core Team, 2017).
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3 Resultados e discussao

Apresenta-se abaixo, com base no modelo Stanford e Smith, a matriz X usada na
. ~ . . 2 .
implementacao dos algoritmos de Newton e Gauss-Newton e a matriz 2 ;g;;,ﬁ) usada na

implementagao do método iterativo de Newton. Uma das vantagens do método itera-
. , ~ . . 2 . .
tivo de Gauss-Newton é nao precisar calcular a matriz 27®:# de segundas derivadas

oBos!
(NOCEDAL e WRIGHT, 2006).

1—e* t,Che ™
x=| o | BB [0 e
= 1 :_kt . C . e aﬁaﬁ/ - tiefkti _tzzcoefkti
J— e n n Oe n

Na Tabela 1 sao apresentadas as estimativas dos parametros do modelo Stanford e
Smith aos dados de mineralizacao do carbono de palha de aveia no solo considerando os
métodos iterativos de Newton e Gauss-Newton. Observa-se que a diferenga na estimativa
do parametro Cj foi na terceira casa decimal e do parametro k na sexta casa decimal,
o que na pratica é desprezivel, como ilustrado na Figura 1. Logo, ambos os métodos
iterativos foram eficientes na estimaticao dos parametros do modelo. Segundo Mazucheli
e Achcar (2002) a escolha de bons valores iniciais s@o fundamentais para a convergéncia
de qualquer método iterativo.

Tabela 1: Estimativas dos parametros do modelo Stanford e Smith considerando os
métodos iterativos (Fonte: préprio autor).

Parametro Método de Newton Método Gauss-Newton

Co 67,70202200 67,70131516
k 0,02414186 0,02414234
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Figura 1: Ajuste do modelo Stanford e Smith considerando os métodos iterativos (Fonte:
préprio autor).
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Na Tabela 2 sao apresentadas a analise da convergéncia considerando os métodos ite-
rativos de Newton e Gauss-Newton, que precisou de apenas 6 e 4 iteragoes até atingir
a convergéncia (SQE;_; — SQE;<107*), respectivamente, e a SQE apresentou diferenca
depois da quinta casa decimal (Tabela 2). O método Gauss-Newton é especifico para
estimar parametros de modelos de regressao nao linear (MAZUCHELI e ACHCAR, 2002)
e pela eficiéncia estd implementado nos softwares até hoje (R Core Team, 2017).

Tabela 2: Anélise da convergéncia considerando os métodos iterativos (Fonte: préprio
autor).

Método de Newton Método Gauss-Newton

Numero de iteragoes 6 4
SQE 27,35236 27,35236
SQE;_1-SQE; 0,00006 0,00001

SQE - soma de quadrados dos erros.

Para ilustrar os passos dos algoritmos, a Figura 2 foi feita com 6 iteracoes de cada
método numérico. Percebe-se que a partir da quarta iteracao o tamanho do passo foi
muito pequeno.
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Figura 2: Passos dos métodos iterativos no ajuste do modelo Stanford e Smith aos dados
de mineralizacao de palha de aveia (Fonte: préprio autor).
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Apresenta-se abaixo, com base no modelo Stanford e Smith, a matriz X'X e a matriz

n 2 . , . . ~ ’
2 ;;);;/m =, na ultima iteracdo do método de Newton. Observa-se que os termos da
i=1
. n 2 . ~ . ~ .
matriz 3 2 ;;’;’b’,ﬁ) e; 820 irrelevantes em relagao aos termos da matrix X'X (NOCEDAL e
i=1

WRIGHT, 2006).

N —
XX = 4967,5200 7869902, 7300

3,4183  4967,5200 ~ 0P f(Xi,B) 0 0,0017
~—~ 0pop " [0,0017 47857,4700

4 Conclusao

O método dos minimos quadrados proposto por Gauss tem grande aplicacao na Es-
tatistica na estimacao de parametros. O método Gauss-Newton, especifico para estimar
parametros de modelos nao lineares, foi mais eficiéntes que o método de Newton na es-
timacao dos parametros do modelo Stanford e Smith ajustado a dados de mineralizacao
de carbono. O método Gauss-Newton é implementado nos softwares para estimagao de
parametros de modelos de regressao nao linear.
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