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Resumo: A análise funcional utiliza combinações lineares de funções básicas como o
principal método para representar funções. O uso de funções básicas é um dispositivo
computacional bem adaptado para armazenar informações sobre funções, uma vez que é
muito flex́ıvel e tem o poder computacional de encaixar até mesmo centenas de milha-
res de pontos de dados. Além disso, permite que os cálculos necessários sejam expressos
dentro do contexto familiar da álgebra matricial o que facilita a implementação em soft-
ware estat́ıstico. Além disso, devido à simplicidade e eficácia para lidar com diferentes
problemas de suavização semiparamétrica, a regressão funcional (Spline, Fourier, etc.)
recentemente se tornou uma ferramenta popular para resolver vários problemas de esti-
mativa nas mais variadas ciências. Neste artigo, usamos um estudo de simulação para
comparar um método com nós equidistantes em um modelo de spline de regressão com um
modelo de base Fourier. Ambos os métodos o número de nós para Spline e o número de
bases para Fourier foram determinado pelo algoŕıtimo busca direta. Em nosso estudo de
simulação não identificamos vantagens entre os métodos.

Palavras-chave: Regressão não paramétrica; Regressão semi-paramétrica; Splines; Re-
gressão Funcional.

Abstract: Functional analysis uses linear combinations of basic functions as the pri-
mary method for representing functions. The use of basic functions is a well-designed
computing device for storing information about functions as it is very flexible and has the
computing power to fit even hundreds of thousands of data points. In addition, it allows
the necessary calculations to be expressed within the familiar context of matrix algebra
which facilitates implementation in statistical software. In addition, because of the sim-
plicity and effectiveness of dealing with different problems of semi-parametric smoothing,
functional regression (Spline, Fourier, etc.) has recently become a popular tool for solving
various estimation problems in the most varied sciences. In this paper, we used a simula-
tion study to compare a method with equidistant nodes in a regression spline model with
a Fourier-based model. Both methods the number of nodes for Spline and the number of
bases for Fourier were determined by the direct search algorithm.In our simulation study
we did not identify advantages between the methods.
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Introdução

A análise de dados funcionais (FDA) é um campo de estudo que lida com a análise
e teoria de dados cujas unidades de observação são funções (curvas) definidas em qual-
quer domı́nio cont́ınuo (MORRIS, 2014). A maioria dos trabalhos em análise de dados
funcional é baseada em uma variante do Modelo Linear Funcional (FLM), introduzida
primeiramente por (Ramsay and Dalzell 1991). A análise de regressão funcional (FRA)
e a análise funcional utilizam combinações lineares de funções bases como o principal
método para representar funções. O uso de funções bases é uma ferramenta compu-
tacional bem adaptada para armazenar informações sobre funções, uma vez que é muito
flex́ıvel e tem o poder computacional de executar centenas de milhares de pontos de dados
( MONTESINOS-LÓPEZ et. al, 2018).

Existe uma gama de diferentes sistemas de funções de base, tais como funções de base
polinomial, funções de base Wavelet, dentre outras. Duas das funções base mais populares
serão abordadas nesse estudo, Fourier e Spline. Dessa forma, uma série de Fourier é uma
expansão de uma função periódica em termos de uma soma infinita de combinações de
senos e cossenos, enquanto que uma Spline nada mais é que um polinômio por partes,
com limites em pontos chamados break points. Dessa forma, o objetivo deste artigo é
comparar um ajuste de Spline com nós igualmente espaçados com um sistema de bases
Fourier.

1 Material e Métodos

1.1 Dados simulados

Usamos R (R Core Team, 2018) para realizar as simulações e para escrever uma
função suavizada utilizando Spline e Fourier. Um estudo de simulação com n = 250
observações foi gerado como conjunto de dados. Os xi foram igualmente espaçados gerados
de uma distribuição uniforme no intervalo [0, 1]. A funções de regressão (curva verdadeira)
estudada é conhecida como ’função de colisão’ (RUPPERT et al. 2003).

1.2 Fourier

Uma série de Fourier é uma expansão de uma função periódica em termos de uma
soma infinita de combinações de senos e cossenos da seguinte forma:

f(x) = c0 +
m∑
j=1

[c2j−1sen(jwx) + c2j cos(jwx)] (1)

Em que b = 2m+ 1 é o número total de bases fourier. A constante ω está relacionada
ao peŕıodo τ pela relação ω = 2π

τ
e, τ pode ser definido como amplitude do espaço da

posição, conforme sugere (RAMSAY, HOOKER, and GRAVES 2009). Além disso, note
que para garantir a ortogonalidade, o número total de bases b é sempre ı́mpar ( intercepto
e sucessivos pares seno/cosseno), de modo que para cada senóide que entra no modelo,
um cossenoide também terá que fazer parte. Dessa forma, a estimativa de f(x) pode ser
alcançada por meio da estimativa dos coeficientes β = (β1, · · · , βn)T através da matriz de
bases Fourier B. Em que
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Silva et al. (2019) 216

B =

 1 sen(ωx1) cos(ωx1) sen(2ωx1) cos(2ωx1) · · · sen
(
b−1
2
wx1

)
cos
(
b−1
2
wx1

)
...

...
...

...
...

. . .
...

...
1 sen(ωxn) cos(ωxn) sen(2ωxn) cos(2ωxn) · · · sen

(
b−1
2
wxn

)
cos
(
b−1
2
wxn

)


Uma estimativa de mı́nimos quadrados β̂ para β pode ser obtida por mı́nimos qua-
drados. Logo,

β̂ = (BTB)−1BTy (2)

Logo, para nosso exemplo fict́ıcio temos, f̂(x) = Bβ̂ .

1.3 Spline

São mais flex́ıveis que as séries de Fourier e é caracterizada por o número de nós
(pontos em que os segmentos se conectam), a ordem e o grau do polinômio. Considere
um vetor de observações y = {y1, y2, · · · , yn} , satisfazendo o modelo yi = f(xi) + εi ,
em que f(x) é uma função de regressão desconhecida e os εi são erros independentes com
variância constante σ2. Assumimos que f(x) pode ser modelado por um spline de grau p
da seguinte forma:

f(x) = β0 + β1x+ · · ·+ βpx
p +

K∑
k=1

βpk(x− ξk)p+ (3)

Onde ξ1, · · · , ξK é um conjunto de nós pré-fixados e, geralmente, são igualmente
espaçados e, (x− ξk)+ = (x− ξk) se x ≥ ξk ou zero caso contrário. Assim, a estimativa de
f(x) pode ser alcançada através da estimativa dos coeficientes β0, β1, · · · , βp, βp1, · · · , βpK
da seguinte maneira. Sejam y = {y1, · · · , yn}T ,ε = {ε1, · · · , εn}T , e

X =

 1 x1 · · · xp1 (x1 − ξ1)p+ · · · (x1 − ξK)p+
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 xn · · · xpn (xn − ξ1)p+ · · · (xn − ξK)p+


Usando esta notação, o modelo matricial fica:

y = Xβ + ε (4)

Uma estimativa de mı́nimos quadrados β̂ para β pode ser obtido. Logo,

β̂ = (XTX)−1XTy (5)

Então, f̂(x) é obtido por:
f̂(x) = Xβ̂ (6)

2 Resultados e Discussão

2.1 Fourier

O bom desempenho do modelo de regressão funcional depende fortemente da escolha
do tipo certo de funções básicas, do número necessário de bases, do grau do polinômio
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(para Splines), dos nós (para Splines), do peŕıodo (em Fourier), entre e outros. Assim
sendo, na figura 11 estão representadas a curva verdadeira no painel A, as curvas ajustada
dos painéis de B-D, sendo que no painel D estão representadas as curva que maximizou a
correlação com a verdadeira, sendo portanto, considerada ótima para esse estudo.

Figura 1: Diagrama de dispersão do fenômeno hipotético. Os pontos coloridos represen-
tam os 250 pontos de dados simulados. A curva verdadeira se encontra no painel A (em
preto). No painel B, estão representas as curvas suavizadas (3;5;7;9 e 11) bases Fourier.
No painel C, estão representas as curvas suavizadas (13;15;17;19 e 21) bases Fourier. Fi-
nalmente, no painel D estão representadas as curvas: verdadeira (em preto) e curva que
maximizou a correlação em vermelho. Fonte: Do autor (2019).

2.2 Spline

As funções bases de uma spline são definidas de tal maneira que a função é cont́ınua
e tem derivações cont́ınuas em todo seu domı́nio (incluindo nos nós) de ordem q-1; aqui
q é a ordem do polinômio, e foi assumido grau p = 3. Todavia, a ideia é escolher
uma combinação de nós que otimiza o critério de informação escolhido (correlação nesse
estudo). No entanto, antes de contemplar tal abordagem, vale a pena considerar o número
de modelos posśıveis (RUPPERT, 2003). Assim, utilizamos o método de busca completa
e ajustamos as curvas splines desde de um nó até 20 nós em busca de uma configuração
ideal. Esses resultados estão ilustrados na Figura 22 nos painéis de A-D. O número de
nós que proporcionou a melhor suavização foi K = 16 e está representado na Figura 22 no
painel D.
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Figura 2: Diagrama de dispersão do fenômeno hipotético. Os pontos coloridos represen-
tam os 250 pontos de dados simulados. A curva verdadeira se encontra no painel A (em
preto). No painel B, estão representadas as curvas suavizadas (1 a 10) nós. No painel C,
estão representadas as curvas suavizadas (11 a 20) nós. Finalmente, no painel D estão
representadas as curvas: verdadeira em preto e a que maximizou a correlação ( K = 16)
em vermelho. Linhas tracejadas em vermelho, representam os 16 knots. Fonte: Do autor
(2019).

2.3 Fourier x Spline

Dois tipos satisfatórios de base são a base de Fourier para curvas periódicas e o modelo
Spline para curvas não periódicas. Comparamos essas duas técnicas em um cenário simples
de simulação. Utilizou-se o algoŕıtimo busca completa para encontrar um modelo ótimo
em ambos os casos. Esses resultados estão representados na Figura 33 abaixo.
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Figura 3: Diagrama de dispersão do fenômeno hipotético. Os pontos representam os
250 pontos de dados simulados. A curva verdadeira em preto, curva suavizada via bases
Fourier em vermelho e a curva suavizada via Spline em azul. Fonte: Do autor (2019).

Conclusão

Sistema de Bases de Fourier e Splines são métodos de suavização largamente utilizados.
Comparamos o desempenho desses dois métodos de Sistemas de Bases com nós igualmente
espaçados para Spline. Em nosso estudo de simulação, não identificamos vantagens entre
os métodos. No entanto, num senário de dados reais o pesquisador tem que ter em mente
que a escolha do sistema de bases adequada é de suma importância. Assim sendo, o
bom desempenho do modelo de regressão funcional depende fortemente da escolha do
tipo certo de funções bases, do número necessário de bases, do grau do polinômio (para
Splines), dos nós (para Splines) e, do peŕıodo (para Fourier).
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