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Resumo: Apresentamos um novo método para a selecao de sequéncias de nds para curvas
de regressao P-spline. O método parte do pressuposto que os proprios dados determinam
a quantidade e a posicdo dos nds. Assim, esse novo esquema de colocagdo de nds assume
que 0s nos sao uma varidvel aleatoria através de uma grade fina de possiveis candidatos a
nos no intervalo da co-varidvel. Dessa forma, através de uma busca em grade determina-
se o knot que mazrimiza a correlacao em cada iteracao. Esse novo esquema de colocacao de
nos obteve excelentes resultados comparativamente a métodos convencionais de alocacdao
de nos em um estudo de simulacao e, além disso, nosso estudo de simulacao evidencia
que essa estratégia torna o modelo mais parcimonioso. Os resultados fornecem orientagao
na selecao do numero de nos nao necessariamente equidistantes em um modelo de de re-
gressao spline penalizada.

Palavras-chave: Regressao nao paramétrica; Regressao semi-paramétrica; Splines pena-
lizados; Colocagao do nos.

Abstract: We present a new method for the selection of node sequences for P-spline
regression curves. The method assumes that the data themselves determine the number
and position of the nodes. Thus, this new node placement scheme assumes that nodes are
a random variable across a thin grid of possible candidate nodes in the covariate range.
Thus, through a grid search, we determine the knot that maximizes the correlation in each
iteration. This new node placement scheme has obtained excellent results compared to
conventional node allocation methods in a simulation study and, furthermore, our simula-
tion study shows that this strateqy makes the model more parsimonious. The results provide
guidance in selecting the number of nodes not necessarily equidistant in a penalized spline
regression model.
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Introducao

Uma spline é uma funcao continua formada pela conexao de segmentos de polinomios
sobe certas condigoes especificas. Os pontos em que os segmentos se conectam sao cha-
mados de nés da spline. Devido a sua simplicidade e eficacia para lidar com diferentes
problemas de suavizagao semiparamétrica, a regressao por spline penalizada recentemente
se tornou uma ferramenta popular para resolver varios problemas de estimativa (Yao e
Lee, 2008).

A forma de uma spline pode ser controlada escolhendo-se cuidadosamente o ntimero
de nos e suas localizagoes exatas. Dessa forma, uma das grandes vantagens de se utili-
zar regressao spline é devido a flexibilidade onde a tendéncia (padrao) dos dados muda
rapidamente. Assim sendo, o principal desafio é escolher o nimero ideal de nés e sua
respectiva localizacdo. Em particular, Ruppert et al. (2003, Secao 5.5.3) propdéem uma
estratégia para obter o nimero e a localizagdo dos nds (denominado de knot fixo nesse
trabalho).Todavia, embora essa estratégia funcione bem em muitas situagoes praticas, nao
faz uso de nenhuma informacao dos dados, exceto o tamanho da amostra. Ademais, devi-
do a essa particularidade, nao ha garantia que os nds sejam colocados em locais criticos,
isto é, locais nos quais a fungao de regressao subjacente possui mudangas nitidas.

Diante do exposto, se faz necessario, um algoritmo mais geral, que use os dados para
escolher o nimero de nods e, suas respectivas posicoes. Dessa forma, o objetivo deste
artigo é propor um novo esquema de colocacao de nds em regressao spline, em que, ao
invés de determinar os nds e suas localizacoes a priori, assume-se que cada né é uma
variavel aleatéria e, assim, os dados é quem determinam a quantidade e a localizagao
dos nos. Este esquema consiste em ajustar uma spline comecando com apenas um no e,
estabelece uma grade fina de possiveis candidatos ao primeiro no, faz-se as estimativas
para todos os ”candidatos” e escolhe-se o né 6timo por algum critério (correlagao por
exemplo), posteriormente, repete-se o processo para escolha do segundo né 6timo, dado
que ja foi determinado o primeiro né étimo na primeira iteracao, repete-se o processo por
um numero razoavel de iteragoes. Este novo esquema de colocacao de nés teve um 6timo
desempenho no estudo de simulacao relatado abaixo.

Material e Métodos

Dados simulados

Usamos R (R Core Team, 2018) para realizar as simulagdes e para escrever uma
funcao para encaixar os nés para os dois métodos de selecao de nds e parametros de su-
avizacao descritos na Secao 1.3. Um estudo de simulacao com n = 100 observacoes por
conjunto de dados (trés conjuntos de dados, resultados ndo mostrados). Os x; foram igual-
mente espagados gerados de uma distribuigdo uniforme no intervalo [0, 1]. Uma fungao
(curva verdadeira) de regressao foi simulada e, enquanto os erros ; sao iid N(0,0.15%).
O parametro de suavizagao A foi escolhido pela validacdo cruzada generalizada (GCV) e
o grau da spline é p = 3.
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Spline penalizado

Considere um vetor de observagoes y = {y1,¥y2, - ,yn} , satisfazendo o modelo
y; = f(x;) + & , em que f(zr) é uma funcao de regressdo desconhecida e os ¢; sao er-
ros independentes com variancia constante o?. Assumimos que f(x) pode ser modelado
por um spline penalizado de grau p da seguinte forma:

K
f@)=Bo+ i+ + Bpr? + Y Bl — &), (1)
k=1
onde &1, - -+ , & € um conjunto de nods pré-fixados e, geralmente, sao igualmente espacados
e, (t — &)y = (x — &) se x > & ou zero caso contrario. Assim, a estimativa de f(x)
pode ser alcancada através da estimativa dos coeficientes By, B1, -, Bp, Bp1, -+ -, Bpx da
seguinte maneira. Sejamy = {y1, -+ ,yn}’ & = {e1, - ,en}’, €
Loy - a2l (e —=&)% - (21— &)L
X = : : :
U o (@& o (Gl

Considerando as defini¢oes supracitadas, o modelo matricial fica:
y=X0G+e. (2)

Entao, para um determinado parametro de suavizagao A , uma estimativa de minimos
quadrados penalizados (8, para 8 pode ser obtido. Logo,

fr = (XTX +AD) X"y, (3)

em que D = diag{0p+1xp+1, Lk xx } ou, matricialmente,

Ho |00 0000 - 0| _[Opipn Opiri
00 - 0[1 0 - 0 Ok xpr1 Tiu i
00 0[0 1 0
00 --- 0[O0 0 --- 1|

Entao, f(z) é obtido por: A X
fA(x) = XB). (4)
A qualidade das estimativas, depende das escolhas de (&3, -+ ,{k) e de A\. A préxima

secao apresentamos uma nova estratégia para colocagao de nds, nao necessariamente igual-
mente espacados.
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Esquema proposto de colocagao de nds
Motivagao

A maioria dos métodos existentes de selegao de nés (knots) sd@o ”igualmente espagados”
(Yao e Lee, 2008; Ruppert ,2002) . Todavia, ndo hd garantia que esses nés igualmente
espacados fiquem em posicoes em que realmente seja necessario, isto €, nao ha garantia que
mesmo saturando o espago de x com uma grande quantidade de nés igualmente espacado,
esses se localizem em regices que favorecam a captar maximos e minimos locais e globais
em f(x). Ruppert et al. (2003, Segao 5.5.3) propos o seguinte método de escolha de néds:

1
K= min(zl nimero de unique z;, 35) (5)
kE+1
& = (KLH) quantil da amostra unique x; (6)
em que k=1,---, K. Assim, K é o numero total dos nés. Esse método de colocacao de

nos € simples e facil de implementar. No entanto, conforme ilustrado na proxima subsecao,
esse método nao garante que os noés sejam colocados em todos os locais criticos. Diante
dessa limitacao, se faz necessario um novo esquema de colocagao de nds, que realmente
detecte locais criticos.

O procedimento proposto

Conduzido pela discussao supracitada, o seguinte procedimento de colocacao de néds
foi proposto para concorrer com os métodos de colocacao de nés igualmente espacados.

1] Estabelece-se uma grade fina com pontos igualmente espacados no intervalo
[min(x),max(x)].

[2] Assume-se que cada ponto de [1] seja um candidato ao primeiro né ideal &’ e, dessa
forma, o né ideal é escolhido por algum critério de informagao (maxima correlacdo nesse
estudo).

[3] Dado que escolheu um né ideal em [2], repete o procedimento para encontrar um
segundo né ideal &' para fazer par com o primeiro né ideal &' e, assim, ajustando um
modelo com dois nos.

[4] Repete-se o processo de incremento de nés até obter o {x e, por tltimo, obter
um novo conjunto de nds para andlise final da seguinte forma (&1, - ,{x) = unique(
&' - €K'), esse processo retira os intimeros nds repetidos.

Para uma melhor compreensao, considera a ilustracao abaixo das duas primeiras
iteragoes.
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Figura 1: Escolhas dos Knots 6timos. Fonte: Do autor (2019).

Pela Figura 1, pode-se observar que entre todos os nés candidatos, o 0.71 foi o que
maximizou a correlagao na primeira iteracao. Logo, esse foi adotado como primeiro né
6timo e foi fixado para proxima iteragao. Note ainda, que dado o primeiro né 6timo, o
segundo né que maximizou a correlacao foi 0.21. Assim para a terceira iteracao ja havia
dois nés fixados e, assim por diante até completar o nimero de iteragao desejada ( 100
iteragoes nesse estudo).

Escolhendo o parametro de suavizagao

O papel do parametro de suavizagao na spline penalizada é controlar a suavidade da
curva ajustada. Para calcular o valor ideal do parametro de suavizacao, o critérios de
selegao foi considerado o parametro de validacao cruzada generalizada (GCV). O método
GCV ¢é computacionalmente simples e muito bem usado na literatura em regressao splines
(CRAVEN e WAHBA, 1978). O método GCV consiste em selecionar A de modo que
minimize SSE

GV =T g mp ")
em que dfy sao os "graus de liberdade” correspondente ao parametro de suavizagao A e é
definido como traco da matriz chapéu H), ou matriz suavizadora no contexto de regressao
nao paramétrica, em que Hy, = X(XTX + A\D)"1XT. Assim,if)\\: tr{H)| e o SSE é a
soma dos quadrados dos residuos dado por SSE = >"" | (y — fi(z))?. Note que a matriz
chapéu H), é quadrada, simétrica e de ordem n e, é uma fungao de A. Ela tem muitos
usos, entre os quais, obter a medida dos graus de liberdade efetivos do ajuste definido
acima.
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Figura 2: Valores de validagao cruzada generalizada(GCV) para obtencao do lambda
6timo para ajuste da curva de suavizagao spline. Fonte: Do autor (2019).

A Figura 2 ilustra a obtencao do lambda 6timo para uma iteracao. Neste caso, o
lambda que minimizou validacao cruzada generalizada(GCV) foi de A = 107°!, sendo
esse considerado como 6timo para a respectiva iteracao.

Resultados e Discussao

Uma das principais razoes por tras do sucesso do método proposto é que, muitas
vezes, os locais criticos para a colocacao dos nés estao nos extremos locais da funcao-alvo,
enquanto, métodos de alocacoes de nés igualmente espacados, nao garante nés em locais
de extremos locais. Para avaliar as estimativas de regressao dos dois métodos, utilizou-se
o critério de correlagao de Pearson, bem como uma anélise visual. Dessa forma, pode-se
observar pela Figura 3B um melhor ajuste em relagao a Figura 3A.

E importante ressaltar que nosso método difere do proposto por Montoya et.al (2014),
em que cada ponto de observagao foi considerado como um né. Entretanto, como os nos
para o presente trabalho sao variaveis aleatorias, pode ocorrer de coincidir que determi-
nado no seja a propria observacao. Ademais, o estudo de simulagao sugere que o modelo
proposto é muito mais parcimonioso que o método proposto por Ruppert et al. (2003).
Na figura 3 abaixo estao representadas as estimativas de regressao e a funcao verdadeira
para o método proposto e o método proposto por Ruppert et al. (2003).
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Figura 3: Diagrama de dispersao do fenéomeno hipotético. Os pontos em azul representam
os 100 pontos de dados medidos. Regressao P-spline com knots fixo igualmente espagados
e knots 6timos. Fonte: Do autor (2019).

Conclusao

No6s comparamos o desempenho do método proposto com um método de selecao de nés
fixos e igualmente espacados em um modelo de spline de regressao penalizado. Deve-se
ter em mente que nossos resultados surgem de um estudo de simulacao. No entanto, sob
nossas configuragoes de simulagao, assumir os nds como varidveis aleatorias em que os
dados determinam a quantidade e a posicao exata desses néds, faz bem tanto em ajuste
como em parcimonia de modelo. Dessa forma, os resultados de simulagao sugerem que o
método proposto é mais eficiente que os de alocagao de nés igualmente espagados.
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