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Resumo: A álgebra e o cálculo vetorial são freqüentemente usados em muitos ramos da Física, por exemplo, mecânica 

clássica, Teoria Eletromagnética, Astrofísica, Espectroscopia, etc. Neste trabalho é utilizada a notação de Levi-Civita 

e do tensor delta de Kronecker, que simplifica consideravelmente resultados que são provados neste artigo. Algumas 

das identidades foram provadas usando símbolos de Levi-Civita por outros matemáticos e físicos. Muitas das 

simplificações decorrem de usar a convenção da soma de Einstein sobre índices repetidos no espaço tridimensional. 
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Abstract: Algebra and vector calculus are often used in many branches of physics, for example, classical mechanics, 

electromagnetic theory, astrophysics, spectroscopy, etc. In this work we use the notation of Levi-Civita and the 

Kronecker delta tensor that simplifies considerably calculations that are proved in this article. Some of the identities 

were proved using symbols of Levi-Civita by other mathematicians and physicists. Many of the simplifications stem 

from using the Einstein sum convention on repeated indices in three-dimensional space. 
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Introdução 

 

O tensor Levi-Civita é um tensor totalmente antissimétrico de ordem n, sendo definido por 

ijk , com  ,  ,  1,  2,  3i j k . Em três dimensões, o tensor Levi-Civita é definido como: 
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Os índices i, j e k são de 1, 2 e 3. Existem vinte e sete componentes do tensor de Levi-Civita, 

apenas seis dela são diferentes de zero. Três delas são positivas e as outras três são negativas. A 

troca de quaisquer dois dos índices for permutada reverte o símbolo de Levi-Civita, podemos 

expressar em outra notação, usando a seguinte fórmula gera para seu cálculo, 
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Qualquer tensor cujas componentes formam uma base ortonormal pode ser representado com 

a ajuda do símbolo de Levi-Civita, tal tensor é também chamado de tensor de permutação. O 

símbolo de Krönecker 
ij  (i, j = 1,2, 3) é denominado delta de Krönecker e definido como 

(SOKOLNIKOFF, 1964): 

 

1

0
ij

se i j

se i j



 


,     (3) 

 

onde 
ij são os elementos da matriz da matriz identidade. O produto de dois símbolos Levi-Civita 

pode ser dado em termos de deltas de Krönecker. Em três dimensões, a relação é dada pelas 

seguintes equações (ISLAM, 2006): 

 

     
il im in

ijk lmn jl jm jn il jm kn jn km im jn kl jk km in jl km jm kl

kl km kn

  

                   

  

        (4) 

 

Uma consequência importante da relação acima é dada pela equação abaixo: 
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Como im  e in  são diferentes de zero somente para i m  e , respectivamente, o resultado da 

soma é: 
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Esta relação (5) acima é muito utilizada em cálculo vetorial. Os símbolos do delta de 

Krönecker e Levi-Civita podem ser usados para definir o produto escalar e vetorial, respectivamente 

(ARFKEN; WEBER, 1999). 
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As operações do operador  (del) no campo escalar e vetorial são dadas por: 
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Aplicação à mecânica clássica e ao eletromagnetismo 

 

Na seção seguinte, tomamos exemplos de identidades vetoriais da mecânica clássica e as 

provamos usando as definições dos símbolos do delta de Krönecker e Levi-Civita. Essas identidades 

também podem ser comprovadas usando coordenadas cartesianas, mas a prova será demasiada em 

nível de rigor matemático (BYRON; FULLER, 1970). 

 

Mecânica Clássica 
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A equação de Euler-Lagrange na forma tensorial, 
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onde, 
ij i js g x x  podemos ainda escrever as equações da seguinte forma: 
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Finalmente, obtemos: 



ISSN: 2317-0840 Nascimento, Nascimento e Melnyk (2020)   49 

Sigmae, Alfenas, v.9, n.2, p. 45-53, 2020. 

 

1
0

2

j

kj ij i j

k

g x gd
x x

dt s s x

  
     

     (25) 

 

Eletromagnetismo  

 

O campo elétrico E  está relacionado ao potencial elétrico , escrito na forma: 

 

E         (26) 

 

Vamos tomar o rotacional do campo elétrico, usando a notação de Levi-Civita, 

 

0ijk i jE                (27) 

 

A indução magnética B é o rotacional do potencial vetorial A . Tomando o divergente na 

indução magnética, (ICHIDAYAMA, 2017): 
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A Lei de Ampère afirma que o sentido do campo magnético é determinado pelo sentido da 

corrente de acordo com a equação, 

 

H J        (30) 

 

Essa é uma das quatro equações de eletromagnetismo de Maxwell. No exemplo a seguir, esta 

equação é provada pela aplicação dos símbolos do delta de Krönecker e Levi-Civita na expressão 

vetorial,   A A   (REITZ et al.,1982). 
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ijk klm il jm im jl            (33) 
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2
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
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  

    (35) 

 

Para a condição estática, 0A   onde A  potencial vetorial. Podemos escrever ainda a equação 

no calibre de Coulomb, o potencial magnético que obedece à equação de Poisson na seguinte forma: 

 
2

oA J        (36) 

 

Daí a equação (35), acima está intimamente ligada ao campo magnético gerado,  

 

H J        (37) 

 

Equações de Maxwell na Forma Covariante associado Tensor de Levi-Civita 

 

Na formulação covariante, reunimos o potencial vetor e o escalar em um quadripotencial 

vetor ( ; )A V A  . Os campos elétrico e magnético podem ser escritos na forma de componentes, 

 

 ( )i ijk j k
i

B A A        (38) 

 

( )i o i i

i

A
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t

 
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 
    (39) 

 

Vamos reescrever as equações de Maxwell com fontes na forma de componentes para então 

definir o tensor eletromagnético. Assim como em (38) (SCHUTZ, 1985), 

 

( )i ijk j k o i i

i

E
B j B E j

t


 
        
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   (39) 

 

Usando as definições de 𝐸 (39) e 𝐵 (38) e substituindo na equação acima, obtemos: 
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 
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Usando a condição de gauge de Lorentz 0o j jV A   , onde  

 

( ) i i

o o i i A j           (41) 

 

em (38), escrita na forma de componentes, e substituindo o campo elétrico por (39), obtemos 
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


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A condição de gauge de Lorentz pode ser utilizada novamente dessa vez para substituir 

i i oA V   , 

 

 o o j j V            (43) 

 

As equações (5) e (7) podem ser reescritas se definirmos o quadripotencial ( , )A V A   e a 

quadricorrente da seguinte forma: ( , )j j  e a componente covariante da derivada parcial 

 ,o    ,transformando-se numa única equação 
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         (44) 

 

O campo elétrico, como já vimos na equação (39), é escrito na forma de componentes, 

podemos fazer o mesmo com o campo magnético quando contraído com o pseudotensor de Levi-

Civita, 

 

( ) ( )

, .

k i l

ijk ijk klm m il jm im jl m

k j i

ijk i j

B A A

B A A i j

      



     

     
   (45) 

 

Esses campos podem então ser escritos com um tensor antissimétrico, 

 



ISSN: 2317-0840 Nascimento, Nascimento e Melnyk (2020)  52 

Sigmae, Alfenas, v.9, n.2, p. 45-53, 2020. 

0

0

0

0

yx z

x
z y

y
z x

z
y x

EE E
c c c

E
B B

c
F

E
B B

c

E
B B

c



 
 
 


 
 
 

 
  
 

   (46) 

 

0

0

0

0

yx z

x
z y

y
z x

z
y x

EE E
c c c

E
B B

c
F F

E
B B

c

E
B B

c





  

  
 
 
 
  
 

 
  
 

   (47) 

 

As Eqs. de Maxwell com fontes podem então ser escritas na forma invariante como 

 

o

F
J

x












      (48) 

 

F  é o tensor eletromagnético. As equações de Maxwell na representação covariante se resumem à 

nestas formulações, 

 

 
1 1

0
2 2

0

F F F
F F

x x x x x x x x

J

x

  
 

       





    
        

        


 



  (49) 

 

F j 

         (50) 

 

0F F F              (51) 

 

onde a equação (50) é a identidade de Bianchi. A equação (51) dá informações a respeito da relação 

entre o campo eletromagnético e as fontes eletromagnéticas. Estas equações são dadas na métrica de 

Minkowski. De forma, forma geral as equações do Eletromagnetismo em forma manifestamente 

covariante, i.e., invariante, por transformações de Lorentz e, portanto, consistente com o princípio 

de invariância da Relatividade Especial. 
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Conclusão 

 

As identidades vetoriais parecem complicadas em notações de vetores padrão, utilizamos 

algumas provas dessas identidades vetoriais por um método alternativo (pelo uso de símbolos de 

Krönecker e Levi-Civita). Ao todo, discutimos treze exemplos de identidades vetoriais da mecânica 

e do eletromagnetismo. A principal motivação do uso dos símbolos do delta de Krönecker e Levi-

Civita é totalmente indispensável para cálculos, onde a soma é tomada sobre índices repetidos, 

principalmente para cálculos de campos vetoriais com operações em que tomam rotacional do 

rotacional, rotacional de produtos vetoriais, divergente de produto vetorial que aparecem em 

Eletromagnetismo ou na Mecânica Clássica nas formulações Lagrangeana e Hamiltoniana. As 

provas apresentadas neste artigo são um novo sabor para ensinar vetores a estudantes de física, 

matemática e engenharia. 
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