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Resumo: A algebra e o calculo vetorial sdo freqlientemente usados em muitos ramos da Fisica, por exemplo, mecanica
classica, Teoria Eletromagnética, Astrofisica, Espectroscopia, etc. Neste trabalho é utilizada a notacao de Levi-Civita
e do tensor delta de Kronecker, que simplifica consideravelmente resultados que séo provados neste artigo. Algumas
das identidades foram provadas usando simbolos de Levi-Civita por outros matematicos e fisicos. Muitas das
simplificacBes decorrem de usar a conven¢do da soma de Einstein sobre indices repetidos no espaco tridimensional.
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Abstract: Algebra and vector calculus are often used in many branches of physics, for example, classical mechanics,
electromagnetic theory, astrophysics, spectroscopy, etc. In this work we use the notation of Levi-Civita and the
Kronecker delta tensor that simplifies considerably calculations that are proved in this article. Some of the identities
were proved using symbols of Levi-Civita by other mathematicians and physicists. Many of the simplifications stem
from using the Einstein sum convention on repeated indices in three-dimensional space.
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Introducio

O tensor Levi-Civita € um tensor totalmente antissimétrico de ordem n, sendo definido por
i com i, j, ke {1, 2, 3}. Em trés dimensdes, o tensor Levi-Civita é definido como:

+1, se (i, j,k)e{(123),(231),(312)}
& =10, se i=j,j=kou k=i 1)
-1, se  (i,j.k)e{(132),(3,21),(2.13)]

Os indices i, j e k sdo de 1, 2 e 3. Existem vinte e sete componentes do tensor de Levi-Civita,
apenas seis dela séo diferentes de zero. Trés delas séo positivas e as outras trés sdo negativas. A
troca de quaisquer dois dos indices for permutada reverte o simbolo de Levi-Civita, podemos
expressar em outra notacao, usando a seguinte formula gera para seu calculo,

n-1 1 n ] .
Eiiy oy ZI I 7 | | (Ik_lj) (2)
ia (I i
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Qualquer tensor cujas componentes formam uma base ortonormal pode ser representado com
a ajuda do simbolo de Levi-Civita, tal tensor ¢ também chamado de tensor de permutacdo. O
simbolo de Krénecker o; (i, j = 1,2, 3) é denominado delta de Kronecker e definido como

(SOKOLNIKOFF, 1964):
1 se i=]
9 = L (©)
0 se i#]

onde &;sdo os elementos da matriz da matriz identidade. O produto de dois simbolos Levi-Civita

pode ser dado em termos de deltas de Kronecker. Em trés dimensdes, a relacdo é dada pelas
seguintes equacdes (ISLAM, 2006):

5iI é‘im 5in (4)
Eikeimn =051 Oim Sin| =51 (SO = FinSian ) + Gin (SnSa — Sk )+ Gin (81 km — S )
5k| 5km 5kn

Uma consequéncia importante da relacdo acima € dada pela equacéo abaixo:

. N A

5
_Zlgijkglmn = 21 Oj Oim Ojnl| |= _Zl((5jm5kn —5jn5km)+5im (5jn5k| —5jk5km)+5in (5j|5km —OimOu )) ®)
1= I=. 1=
5k| 5km 5kn

Como ¢, e o,, sdo diferentes de zero somente parai =m e, respectivamente, o resultado da
soma é:

iil Ziimn = 3(G im0 — ik ) +(Fju0ki — 5jiSen )+ (8 jidkm = i ) = (G jmPn = Fjnkm) (6)

Esta relacdo (5) acima é muito utilizada em calculo vetorial. Os simbolos do delta de
Kronecker e Levi-Civita podem ser usados para definir o produto escalar e vetorial, respectivamente
(ARFKEN; WEBER, 1999).

AxB=(AB,+A,B,+AB,) =5 AB, )

‘ér =CxC= 5;,C,C; = &pabén,a,b, = (5jm5km —5,-n5km)ajbkambn =
= ‘Cr =4’ ‘5‘2 —(éxﬁ)z = a’h*(1-cos’ ()) = a’b’sen’ (0) (8)
Ax B = ;& AjBy = -5 & AjC =B x A 9
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As operagdes do operador V (del) no campo escalar e vetorial sdo dadas por:

op
Vo) ==X (20)
( CD)' X
- oA,
VxAzaija_XJ (11)
OA
VXA 8|Jk 5)( (12)

Aplicacdo a mecanica classica e ao eletromagnetismo

Na secdo seguinte, tomamos exemplos de identidades vetoriais da mecénica cléssica e as
provamos usando as defini¢des dos simbolos do delta de Kronecker e Levi-Civita. Essas identidades
também podem ser comprovadas usando coordenadas cartesianas, mas a prova sera demasiada em
nivel de rigor matematico (BYRON; FULLER, 1970).

Mecanica Cléassica

v-(r’ r)_ (r X)=3r’+Xx (Sr 4 j:3r3+3rxi2 =3r°+3r(r’) =6r° (13)
r

S8 A
w[riz] ~ & a%(x_rkj — 5 (xk)ﬁﬁxj(—?] - (%r) -0 (15)

(Kx (V X K)) = gijkAj (V X ﬂ)k = Eij AJ- Eim (%] = EijEuim AJ- L%J (16)

j

GijkExm =010 —OmI; (17)

jm im™~jl

oB, aAnj (%]
6 6 A 5.5, A 5 5 A (18)
Ik ’(ax, ] J '[ax, I ex,

By |_ o [OA oA
gijkgklmAj [a_xlj - Aj [aj L@X j j ( 8xi j (A V) Aﬁ (19)

Sigmae, Alfenas, v.9, n.2, p. 45-53, 2020.



ISSN: 2317-0840 Nascimento, Nascimento e Melnyk (2020) 48

(KX(VXK)):%(AJ. [%j#—Aj(iﬁ n (A-v)A (20)

(KX(VXK))%[[‘%Q—Z\")B—(Z\-V)A

(xx(m))%wz_(x.v)z\

(21)

(Vx(ﬂxg))i=gijk§(ﬂx§> = &y 6?( (£umAB) = € Eum -(ABm)

i i

|m J|A

J J

(Vx(AxB)) = (6,5 —5im5j|)(A| ® B 8”’} 515 A %

OX; m X,

Im=m oy OmEIEm oy =A ox.  Jox. (22)

A equacéo de Euler-Lagrange na forma tensorial,

d( oS oS
E(a_ja_o 23)

onde, $=,/g;%X; podemos ainda escrever as equagdes da seguinte forma:

B _ 0 [ 1 gy X% _ Gy [y i X
— = — XX —
2\/9 xixi  OX* 28 | ox* OX

_ gij +gik _ 29ijj — gijj
23 23 S

: (24)
S

Finalmente, obtemos:
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x| og. .
df 9 —i,i:x'w:o (25)
dt $ 28 OX

Eletromagnetismo
O campo elétrico E esta relacionado ao potencial elétrico ¢, escrito na forma:
E=-Vop (26)
Vamos tomar o rotacional do campo elétrico, usando a notacdo de Levi-Civita,
VXE=-VxVp=—-£,00,p=0 (27)

A inducdo magnética B é o rotacional do potencial vetorial A. Tomando o divergente na
inducdo magnética, (ICHIDAYAMA, 2017):

V-B=V: (VxA)=¢,80,A =0 (28)

(V x((pj)) = &jj i}(("‘TK) = Sijk %(i)*‘ Péij 8_2(3) 29

(Vx((pj)) = ((VX(pj))i +0(Vx3) =(V)xT+p(VxJ)

A Lei de Ampere afirma que o sentido do campo magnético é determinado pelo sentido da
corrente de acordo com a equacao,

_— =

VXH :J (30)

Essa é uma das quatro equaces de eletromagnetismo de Maxwell. No exemplo a seguir, esta
equacdo é provada pela aplicacdo dos simbolos do delta de Kronecker e Levi-Civita na expressao

vetorial, (Z\x(wﬂ)) (REITZ et al.,1982).

VXH=VXE=L<VX§)=iVX(VX—A) (31)
Hy My Ho
— — 0 — 0 0 0 0
(AX(VX A))i = Sijk a_xj(vx A = ik a_xjgklm a_XI(An) = & a_xjgklm a_XI(An) -
— — 0 0O
(AX(VX A))i = EijkEum a_XJa_Xl(A“)
Eijk Exim :é‘ilé‘jm _5im5jl (33)
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8”"gk'”‘ai><jai;,A“_5" o o A“ 5, 6?( ai, A )
o aiu“:aixjaixiAj‘aTaT’*— (V-A)~(v*A) )
(Ax(VxA)) V(V ﬂ)_vzﬂ
oon H[s(e -] “

Para a condicdo estatica, V- A=0 onde A potencial vetorial. Podemos escrever ainda a equagéo
no calibre de Coulomb, o potencial magnético que obedece a equacéo de Poisson na seguinte forma:

VEA=—uJ (36)
Dai a equacao (35), acima esta intimamente ligada ao campo magnético gerado,

—_—

VxH=J (37)
Equacdes de Maxwell na Forma Covariante associado Tensor de Levi-Civita

Na formulagdo covariante, reunimos o potencial vetor e o escalar em um quadripotencial
vetor A* =(V; K) . Os campos elétrico e magnético podem ser escritos na forma de componentes,

(E). = (§Xz)l = &0 A (38)
(E), = (—%t—A—vv } =-0,A -0V (39)

Vamos reescrever as equagdes de Maxwell com fontes na forma de componentes para entéo
definir o tensor eletromagnético. Assim como em (38) (SCHUTZ, 1985),

(ng)i:[j"'%] :gijkajBk:aoEi+ji (39)

Usando as definicGes de £°(39) e £ (38) e substituindo na equagdo acima, obtemos:
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gijkaj (Eam01An) =0, (—0,A —0V) = |;
(8181m =003 ) 0501 A, +0,0,A +0,0; = (40)

im~ jl

(0.0)A +0,0,V +0,A) = |
Usando a condicdo de gauge de Lorentz 6,V +0;A; =0, onde
(0,0, ~00)A = |! (41)
em (38), escrita na forma de componentes, e substituindo o campo elétrico por (39), obtemos

oE=p
8,(-0,A~aN)=p (42)
0,0,A +0,0V =p

A condicdo de gauge de Lorentz pode ser utilizada novamente dessa vez para substituir
0,A =-0V,

(0,0,-0,0,)V =p (43)

As equacdes (5) e (7) podem ser reescritas se definirmos o quadripotencial A* — (\/,K) ea
quadricorrente da seguinte forma: j“ — (o, j)e a componente covariante da derivada parcial

0, (aoﬁ) ;transformando-se numa Unica equagao
0,0"A =j" (44)

O campo elétrico, como ja vimos na equacao (39), é escrito na forma de componentes,
podemos fazer o mesmo com o campo magnético quando contraido com o pseudotensor de Levi-
Civita,

gijkBk = Sijk (gklmamAi) = (é‘ilé‘jm _é‘imgjl)amAl =

=&y B" =0,A"=0;A,\Vi#].

Esses campos podem entdo ser escritos com um tensor antissimétrico,
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EX E/ EZ

0 K /e K
‘E% 0 B, -B,
" = (46)

_E/
. -B, 0 B,
_EZ
% B, -B, 0

& 5 B/
0 C yC C
EX

5/ 0 B, -B,

F.=1.F"n,= . (47)
y —
K B, 0 B,
_EZ
% B, -B, 0
As Egs. de Maxwell com fontes podem entdo ser escritas na forma invariante como
oF *"
=u,J" 48
o Mo (48)

F,, €otensor eletromagneético. As equactes de Maxwell na representacdo covariante se resumem a
nestas formulacgdes,

y7i% Hv Vi
oF :1. oF +a|: :1. 0 (F‘”+F””)=0:>
ox“ox" 2 \ ox*ox” ox"ox* 2 ox*ox”
(49)
AL
ox*
0,F* = j (50)
8aFﬁy +aﬂ|:m +8y Faﬁ =0 (51)

onde a equacdo (50) é a identidade de Bianchi. A equacdo (51) da informacdes a respeito da relacdo
entre 0 campo eletromagnético e as fontes eletromagnéticas. Estas equacdes sao dadas na métrica de
Minkowski. De forma, forma geral as equag¢fes do Eletromagnetismo em forma manifestamente
covariante, i.e., invariante, por transformacGes de Lorentz e, portanto, consistente com o principio
de invariancia da Relatividade Especial.
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Conclusao

As identidades vetoriais parecem complicadas em notagcOes de vetores padrdo, utilizamos
algumas provas dessas identidades vetoriais por um método alternativo (pelo uso de simbolos de
Kronecker e Levi-Civita). Ao todo, discutimos treze exemplos de identidades vetoriais da mecanica
e do eletromagnetismo. A principal motivacdo do uso dos simbolos do delta de Kronecker e Levi-
Civita é totalmente indispensavel para calculos, onde a soma é tomada sobre indices repetidos,
principalmente para célculos de campos vetoriais com operagdes em que tomam rotacional do
rotacional, rotacional de produtos vetoriais, divergente de produto vetorial que aparecem em
Eletromagnetismo ou na Mecénica Cléssica nas formulaces Lagrangeana e Hamiltoniana. As
provas apresentadas neste artigo sdo um novo sabor para ensinar vetores a estudantes de fisica,
matematica e engenharia.
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