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Resumo: O objetivo deste trabalho é demonstrar, partindo do teorema de Bolzano Weierstrass,
resultados sobre existéncia e localizacdo de raizes de polinémios, sobre diagonalizacdo de opera-
dores (ou matrizes) autoadjuntos ou normais e sobre decomposi¢ao em valores singulares, em
dimensao finita. O texto faz parte de uma busca por material que sintetize um conjunto de resul-
tados dispersos sobre o assunto, que possa contribuir para um maior aprofundamento do tema,
que possa ser bem interpretado por leitor com conhecimentos de Cdlculo Diferencial e Integral e
de Algebm Linear.
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Abstract: This work is to discuss results on the existence of roots of polynomials over the real
or complez field, eigenvalues and singular values of operators or matriz in finite dimension, and
how to find it. The text is a bibliographic review to brief describe basic and important results on
this suject, from the analysis point of view.
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1 Introducao

Em vérios assuntos envolvendo matemaética é comum a utilizacao dos conceitos de autovalor
e de autovetor de uma transformacao linear ou de uma matriz. Um exemplo muito usado para
motivar o tema ¢é o algoritmo PageRank que deu origem ao sistema de busca do Google (BRYAN,
2006). Autovalores s@o uteis na classificagdo de conicas e de quadricas, que estao associadas ao
problema de determinar pontos de méximo ou de minimo de func¢oes de varias variaveis re-
ais a valores reais (LIMA, 2004; THOMAS, 2009; ZHOU, 2007). Em muitos destes problemas,
como em aplicagoes em imagens digitais (PESCO at al, 2013) e resolugao de sistemas lineares
mau condicionados (JOZI, 2017), o conceito de autovalor é substituido pelo de valor singular.
Tanto polindémios quanto autovalores aparecem em muitos outros campos relacionados com a
matematica, como no estudo de exponenciais de matrizes e teoria qualitativa para equacoes dife-
rencias ordinarias. Esses assuntos, por sua vez, podem ser aplicados em métodos de otimizagao
de fungoes, como os métodos relacionados com o método dos gradientes.

Mesmo sendo um conceito extremamente importante e amplamente utilizado em diversas
areas, muitos argumentos utilizados em processos de existéncia e localizacao de autovalores nao
recebem muita atencao em cursos de graduacgao na area de ciéncias exatas.

Por isso, o objetivo deste trabalho é a apresentagao de resultados sobre diagonalizacao de ope-
radores autoadjuntos ou normais e decomposi¢cdo em valores singulares. Como a determinagao de
autovalores geralmente passa pela determinagao de raizes de polindmios, apresentamos também
uma bela versao de demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra, sem o uso de extensoes
de corpos, o que difere da forma comumente abordada em cursos de pés-graduagao em Ma-
tematica.

f Autor correspondente: jose.ferreira@unifal-mg.edu.br.
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Procuramos elaborar um texto de revisao de literatura que possa ser lido por alguém que
tenha cursado disciplinas de Célculo Diferencial e Integral em duas varidveis e Algebra Linear
elementar, ou mesmo Geometria Analitica, mas com um pouco mais de esforgo. A ideia é fazer
um texto que sintetize um conjunto de resultados dispersos e que sirva como material para uma
leitura auto contida sobre o assunto.

O ponto de partida para a elaboragao da discussao aqui proposta foi o estudo da classificacao
de pontos criticos de uma fungao, em pontos de méximo ou de minimo ou de sela (THOMAS,
2009). Um ponto interessante que determinou o rumo a seguir é que a existéncia de pontos
de maximo e de minimo de fungdes continuas, definidas em conjuntos compactos, é garantida
por teoremas relacionados com Teorema de Bolzano-Weierstrass (LIMA, 2004). Esses mesmos
resultados podem ser usados para garantir a existéncia de raizes de polinémios com coeficientes
complexos, a existéncia de autovalores e de autovetores de matrizes autoadjuntas, anti auto-
adjuntas e normais, incluindo as matrizes associadas as conicas e quadricas. Isso estda também
relacionado as matrizes definidas positivas, como as que aparecem na decomposi¢do em valores
singulares e decomposicao polar de matrizes.

Organizamos o texto como segue. Na Secao 2 fazemos uma introducao de conceitos relaciona-
dos com a completude do conjunto dos ntimeros reais, de forma axiomatica apenas, garantindo
que toda sequéncia limitada de niimeros reais possui subsequencia convergente. Esse raciocinio
também se aplica a sequencias limitadas de vetores com ntumero finito de coordenadas reais ou
complexas. Finalizamos esta secao com uma demonstragao do Teorema Fundamental da Algebra.
Na Secao 3 lembramos o conceito de autovalor e de autovetor e apresentamos trés demonstragoes
da existéncia deles e da diagonalizagao de operadores por meio do teorema espectral, para o caso
em que a transformagao linear ou a matriz é autoadjunta. Na Secao 4, tratamos do caso de ma-
trizes normais e do teorema da decomposicao singular que se aplica ao caso geral. Na Secao 5
mostramos que toda transformacao linear possui pelo menos um autovalor complexo. A Secao
6 encerra o texto com consideragoes e comentarios.

2 Maximos e minimos de funcoes

Para contextualizar o assunto proposto mencionamos alguns fatos elementares de Anélise
Real, de acordo com Lima (2004). O primeiro resultado pode ser visto como uma aplicagao
direta do axioma da completude do conjunto dos nimeros reais, em que aceitamos que todo
conjunto limitado de niimeros reais possui supremo.

Teorema 2.1. (Bolzano-Weierstrass) - Todo sequéncia limitada de nimeros reais possui sub-
sequéncia convergente.

Este resultado pode ser usado para demonstrar o que segue, sendo também considerado por
alguns como uma versdo do Teorema 2.1. A demostracao desta versdo passa pela aplicacao do
resultado anterior em cada coordenada do vetor x € K C R"”, para algum nimero natural n.

Teorema 2.2. Seja K C R™ um conjunto fechado e limitado (compacto) e seja f : K — R uma
fungdo continua. Existem a,b € K tais que

fla) < f(z) < f(b), ek

Seja f : U — R uma funcao duas vezes diferenciavel, com derivadas continuas, no conjunto
aberto U C R" e considere a € U. A férmula de Taylor nos diz que

!/ Hf ha h . h
flat 1) = @+ (@t + LD vy, i £ —o,
onde f’(a) denota o vetor gradiente (8f(a)’ 0f(a) ey 8f(a))7 (-,-) denota o produto interno
o0xq Oxo oxy,

usado, H f(a) = [g;féi”nxn denota a matriz hessiana, ||h|| = /(h, h) denota a norma do vetor
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h e r(h) é uma funcdo definida para todo h € R" suficientemente préximo do vetor nulo e
representa o erro cometido na aproximagao de f(a + h) por um polinémio de grau dois (LIMA,
2004).

Dizemos que o ponto a é critico quando o vetor gradiente f’(a) for nulo. Como a matriz
hessiana H f(a) é autoadjunta, vamos mostrar na Se¢ao 3 que é possivel encontrar uma mudanga
de base P de tal forma que H f(a) = PDP~'e

D
fla+m) = f@)+ 22 ey i T o pu—n, 1)
2 u—0 HuH2
com

A 0 ... 0

0 X ... O
D=\ . 1. (2)

0 0 ... A\,

Isso garante que o ponto critico a determina um ponto de méximo local, quando cada A; nao for
positivo, ou um ponto de minimo local, quando cada A; nao for negativo. Quando houver um A;
com sinal positivo e um A; com sinal negativo, o ponto critico a determina um ponto de sela.

A ideia inicial deste texto é aplicar o Teorema 2.2 para garantir a existéncia de autovalores
(reais) e de autovetores de matrizes ou transformagoes lineares autoadjuntas ou normais, com
entradas reais ou complexas, em espagos vetoriais complexos.

Como o processo de determinacao de autovalores muitas vezes utiliza raizes de polinémios
associados, encerramos a secao apresentando uma bela demonstragao do classico Teorema Fun-
damental da Algebra. Essa demonstracao pode ser apresentada em um curso de Célculo Dife-
rencial e Integral e é devida a Gauss e Cauchy (veja Garbi (2010) para uma revisao histérica
sobre equagoes polinomiais).

Lembramos que um ntimero complexo ¢é da forma z = x + iy, com z,y € R e i = —1 = ¢'™.
A representacao na forma polar de z € C é dada pela férmula de Euler z = |z e’ sendo

12| = /22 4 y2 e € = cos(8) + i sen(6).

Teorema 2.3. Seja

n—1
p(z) = Za]z] + Zn, A (C, (3)
§=0
um polinémio, com cada a; € C. Para cada cada zo € C, o problema de otimizagao
min_|p(2)[%,
|z—z0|<r

tem solugao u € C, para r > 0 suficientemente grande. Ainda, se u for solugdo do problema de
otimizagao, entao p(u) = 0.

Demonstragdo. Primeiramente note que p(z) = p(z + iy), com z,y € R, é uma fungao continua
de duas varidveis reais. Note ainda que

n—1
|,
p(2)| > 2" [ 1= ,Z‘,f_j , lel>0.
=0

Segue que |p(z)| cresce muito, quando |z| cresce, e que podemos escolher r > 1 de tal forma que

Z'fl
) > s ) 41, el =

Essa expressao e o Teorema 2.2 garantem que existe u € C, com |u| < 7, tal que

P <Ip)[, |zl < (4)
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ou seja, |p(z)| assume pelo menos um valor minimo local em C. Resta mostrar que p(u) = 0.
Considere agora b € C tal que p(b) # 0. Podemos utilizar o bin6mio de Newton para reescrever
p(z +b) = p(b) + 2" + r(2)2F, z € C,

sendo 7(z) um polinémio, ¢ # 0 e kK > 1 um nimero natural. Entdo podemos usar a desigualdade
triangular para obter a desigualdade

p(z+0b) ‘ ‘ ki '
— | <1+ —=2" |+ | =2
‘ p(b) p(b) p(b)
Escrevendo ¢ /p(b) = |cle™ e d(z) = 7(2)/p(b), e escolhendo z = |z|e!®+™)/F suficientemente
proximo de 0, temos que

p(z+0b)

r(z) k+1

<1 —|e| |2F + |d(2)] | 2|, z| =~ 0.

S < el

Como |d(2)]|z|*** < || |2|¥, quando |z| é suficientemente préximo de 0, temos
p(z+0) < Ip@)l,  z=]2ld 0 < 2] <6,

para algum § > 0. Assim, |p(b)|? ndo pode ser um valor minimo local para |p(z)|?.
Como a Expressao (4) garante que existe valor minimo local para |p(z)|, segue que, se
p(w)* = min_[p(z)[*,

Z()|<

|z
entao p(u) = 0. O

O corolario seguinte mostra que os pontos criticos de |p(z)|? sdo pontos de minimo, onde
p(2) se anula, ou sdo pontos de sela.

Corolario 2.4. Nas condi¢coes do Teorema 1 o problema de otimizacdo
max [p(z)[?,
|z—z0|<r
ndo tem solucdo u € C, para r > 0.

Demonstragao. Considere b € C tal que p(b) # 0, e lembre que
p(z +b) = p(b) + 2" + r(2)2", z € C.
Podemos usar a desigualdade triangular para obter a desigualdade

’p(z+b) - ‘1+Ckzk () kg

p(b) p(b) p(b)

Escrevendo ¢ /p(b) = |cle™ e d(z) = 7(2)/p(b), e escolhendo z = |z|e
préximo de 0, temos que

p(z+0b)
p(b)

Como |d(z)]|z|**T < |¢||2|*, quando |z| é suficientemente préximo de 0, temos

p(z +0) > [p(b)], =z =|zle”/",

2

#/k suficientemente

> 1+ [ef |2F = [d()| [/, Jz] = JzleF ~ 0.

0<|z| <4,

2

para algum ¢ > 0. Assim, |p(b)|* ndo pode ser um valor maximo local para |p(z)|*. O

Observagao 2.5. Nao ¢é dificil de verificar que, se p(u) = 0, entio p(z) = (z — u)q(z), sendo
q(z) o quociente da divisao de p(z) por z — u. Isso quer dizer que o teorema anterior garante
que p(z) possui no mdzrimo n raizes distintas.

Para visualizar a demonstracio do teorema anterior consideramos o polinémio p(z) = z* +
23+ 22+ 2+2. A Figura 1 mostra o grdfico e curvas de nivel de |p(z)|. Isso mostra que a fun¢do
possui exatamente quatro pontos de minimo, onde € nula, e que nao possui ponto de mdximo
local, mas possui um ponto de sela.
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Figura 1:  grafico e curvas de nivel de |p(2)|.

3 Operadores autoadjuntos

O objetivo desta secao é dar condigoes para que a expressao (1) seja verdadeira. Diremos
que E e F sao espagos euclidianos quando ambos forem espacos vetoriais reais ou complexos e
de dimensao finita e com produto interno.

Dado um conjunto A = {ay,as,...,a,} linearmente independente em E, é sempre possivel
utilizar o processo de ortogonalizagdao de Gram-Schmidt para encontrar um conjunto ortonormal
Q={q1,9,...,9} (BUENO, 2006). Considerando A como uma matriz com colunas a;, que sao
combinagoes lineares dos vetores ¢; e () como uma matriz com colunas ¢;. Segue que

rin Tr21 o Tpl
0 T9g - T'p2

QR:[Ql 42 - qp] . —_— . :[al az - %] = 4, (5)
0 0 - 7y

com [|g;||* = (gi, ¢s) = 1 e ri5 = (as, q;). Note que (gi, q;) =0, se i # j.

Diremos que o vetor nao nulo u é autovetor da transformacao linear H : £ — FE, e que o
escalar A\ é autovalor, quando Hu = Au ou (H — AI)u = 0, em que I denota a fungao identidade
e 0 denota o vetor nulo.

Denotamos por H* : FF — E como o adjunto da transformacao linear H : £ — F, que
satisfaz a igualdade

(Hu,v) = (u, H*v) = (H*v,u), ueE, vePF,

sendo (-,-) o produto interno no respectivo espago. No caso em que F = F' e H = H* diremos
que H é um operador linear autoadjunto.

Observagao 3.1. Note que, se H for autoadjunto, \ for um autovalor e u for um autovetor,
com ||ul|? = (u,u) =1, entdo

A= (Hu,u) = (Hu,u) = X € R.

Ou seja, os autovalores de H sdo sempre nimeros reqis.
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Sabemos que toda matriz A, com m linhas e n colunas, define uma transformacao linear
H : K* - K™, sendo K o corpo dos nimeros reais R ou dos numeros complexos C. Em
particular, se A for uma matriz quadrada de ordem n, entdo A define um operador linear em
K"™. Desse modo, dizemos que a matriz A é diagonalizdvel quando existir uma base B de K"
formada de autovetores de H. Nesse caso, a matriz que representa a transformacao linear na
base B é da forma (2).

Podemos agora enunciar e demonstrar o teorema espectral para operadores lineares autoad-
juntos, em dimensao finita, garantindo a existéncia de autovalores e de autovetores.

Teorema 3.2. Sejam E um espaco euclidiano e H : E — E um operador linear autoadjunto.
Eziste uma base ortogonal de E formada por autovetores de H.

Demonstragao 1. Note que podemos sempre manipular os elementos de F como se estivessem
em K". Seja

Y(x) = (Hx,z) = (Hz, x), RSO
Segue do Teorema 2.2 que existe u € F, com ||ul]| = 1, e A\; € R tais que
P() <Puw) =X , zeE, |z[=1

Sendo assim, se x € F for nao nulo, entao

(- xnea) = ol (v (;5) - 2) <o 0
Para cada y € E definimos o polinémio

py(t) = ((H = I)(u+ty),u+ty)
t[((H = \Du,y) + (H = M)y, )] + 2((H = M)y, y)
= t(b+ct)
que tem grau no maximo igual a 2, na variavel real ¢, sendo b = ((H — A 1)u,y) +(y, (H — M\ 1)u)
ec=(H - Iy,y).

Tomando x = u + ty na Expressao 6, vemos que p,(0) = 0 e que p,(t) ndo é positivo, para
todo t € R. Um analise da forma de p,(t) = ¢(b + ct) nos mostra ainda que, como p,(t) nao
assumird valores positivos, o termo b tem que ser nulo, uma vez que ¢ nao é positivo. Pois, caso
contrario, o polinémio poderia ter duas raizes distintas, e ser positivo para valores de ¢ entre

essas raizes, ou ter grau 1 e assumir valores positivos e negativos.
Sendo assim, tem que ocorrer a igualdade

b= ((H—-MIDu,y) + (y,(H— M\ 1I)u) =0, y e E.
Tomando y = (H — A 1)u, temos que ||[(H — A\ I)ul| =0 e que
(H—XI)u=0.
Assim, mostramos a existéncia de um autovalor A\; e de um autovetor u; = u.

Para prosseguir, considere F; como o subespago de E, ortogonal ao vetor u;, observe que
H(v) € E; para cada v € Fj, e repita o raciocinio para H restrito a Fj para mostrar que existe

A2 = max (Hz, z).
EASI DS
[lzl|=1
Note que o procedimento garante que existe A\; > Ay > --- > \,,. Ainda, se Hu; = \juj e E,

¢ o subespaco ortogonal a cada u;, para j < p, entao

Ap+1 = max (Hzx, x).
z€Ep
llzl|=1
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Existem varias formas de demonstrar esse teorema e faremos aqui quatro versées que podem
ser apresentadas aos alunos de graduacao, particularmente os do curso de Matemética. A tltima
versao de demonstragao usa o Teorema 2.3 e estd na Secao 5. Cabe destacar que o que difere
nas demonstracoes 1, 2, 3 e 4 é o inicio e, por isso, nas proximas versoes s6 apresentaremos o
argumento inicial.

Demonstracao 2. Seja

A= max [|[Hz| = ||Hull,
Jeli=1

para algum u € E, com |ju|| = 1, e denote H(Hu) = H?u.
Segue que
[Hz| < Mzl, ze€E.

Dito isso, podemos obter as desigualdades

| (H? = N1 ul® = (H?u— Nu, H*u— \u)
= (H?u, H*u) — (H?*u, \?u) — (Nu, H?u) + (\u, \u)
= (H?u, H?u) — N*(Hu, Hu) — N> (Hu, Hu) + \*
= [ H(Hu)|?* -\
< M-X=0
Isso mostra que
(H?> = N°T)u= (H+X)(H - X)u=0
e que
(H=—X)u=0 ou (H+N)w=0,
sendo w = (H — A )u. O que nos diz que A ou —\ é um autovalor e u ou w é um autovetor.

Tome A\; como o autovalor e u; como um autovetor com norma 1. O

A Demonstragao 2 é a mais direta que apresentamos e a que usa menos conceitos. Ela pode
ser adaptada para demonstrar resultado semelhante para operadores lineares compactos em
dimensao infinita (OLIVEIRA, 2005).

A préxima demonstragao utiliza também o conceito de multiplicadores de Lagrange e por
isso parece ser a mais direta (por favor veja Thomas (2009)).

Demonstragao 3. Considere o problema:

)

Maximizar ¢(x) = (Hzx,z)
sujeito a g(z) = 1

com g(z) = (x,z). Escolhendo u; como solugao desse problema e usando o método dos multi-
plicadores de Lagrange obtemos a igualdade ¢'(u1) = A\1g’(u1). Cdlculos diretos mostram que

2<Hu1,h> = <’QZ)/(U1), h> = 2)\1<g'(u1),h) = 2)\1<U1,h>, heE.

Disso segue-se que
<(H—/\1[)U1,h> =0, hek,

e que
(H — MI)uy = 0.
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Os argumentos da demonstracao do Teorema 3.2 utilizam fortemente o fato do operador ser
auto adjunto. Porém, a conclusao do teorema é ainda valida em outros contextos, em espacos
euclidianos complexos.

Lembramos que um operador H é anti autoadjunto quando H* = —H. E simples entao de
verificar que T' = —iH é autoadjunto. Isso demonstra o lema seguinte e encerra a se¢ao.

Lema 3.3. Sejam E um espago euclidiano complexo e H : E — E um operador anti autoadjunto.
Eziste uma base ortogonal de E formada por autovetores de H.

4 Operadores normais

Como podemos facilmente verificar, o conjunto das transformagoes lineares que nao sao
autoadjuntas ou anti autoadjuntas é grande. Por isso existe um conceito mais amplo, o de
operador linear normal, que sdo aquelas transformacoes H : F — E que satisfazem a igualdade
HH*=H"H.

Podemos agora estender o Teorema 3.2 para operadores normais, restringindo o dominio £
a0s espacos complexos.

Teorema 4.1. Sejam E um espaco euclidiano complexo e H : E — E um operador normal.
Eziste uma base ortogonal de E formada por autovetores de H.

Demonstragcao. Primeiramente considere os operadores

H+ H* H-H*
:7+ e S=——.

T
2 2

Os operadores T' e —iS sao autoadjuntos, com 7'S = ST. Ainda, se Tu = Au e Sv = pv,
para algum A e p nimeros complexos, entdo T'(Su) = ASu e S(Tv) = pTv.

O Teorema 3.2 garante que existem n autovalores \; de T', que podem ser repetidos, e uma
base ortogonal formada por autovetores de T'. Denotando por V; = {u € E : Tu = \ju} temos
que UV; = E. Nao é dificil ver que S(V;) = {Su : v € V;} C V; e o Lema 3.3 garante que
existe uma base ortogonal para cada V; formada por autovetores de S. Entao existe uma base
ortogonal B = {wy,wy, ..., w,} de E formada por autovetores de 1" e de S (simultaneamente).
Entao, paracada 1 < j < n,

HUJj = ij + Swj = )\jw + pijw = ()\j + Mj)Wj
e w; € autovetor de H, associado ao autovalor \; + u;. O

Observagao 4.2. Note que as expressoes de T' e S na demonstragao anterior nos auxiliam na
determinacao da parte real e itmagindria dos autovalores do operador normal H.

Mesmo quando a transformacao linear nao é um operador ou nao é normal, é possivel utilizar
a ideia dos resultados anteriores, através da decomposicao em valores singulares. Esse resultado
¢ muito utilizado em processos, como aqueles envolvendo sistemas lineares mau condicionados e
no calculo de matrizes inversas generalizadas e ou aproximadas.

No que segue, o posto denota a dimensao da imagem de H.

Teorema 4.3. Sejam E e F' espagos euclidianos e T : E — F uma linear de posto r. Ezxistem

bases ortogonais B= {v1, -+ ,v,} de E e C={wy, - ,wy} de F tais que:
Tv, = pw;, com p; >0, para i€{l,--- r},
Tv; = 0, para 1€ {r+1,--- ,n},
T*w; = pv;, para 1€ {l,---,r},
T*w; = 0, para 1€ {r+1,--- ,m}.
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Denotando por D1 a matriz diagonal v X 1

M1

Hr

a representacao T', da base B para a base C, € a matriz m X n

D= ( 131 8 > :
Os escalares 1 > po > -+ >y > 0 sdo os valores singulares de T'.
Demonstragao. Considere o operador autoadjunto T*T : E — E e note que
(T*"Tx,z) = (Tx,Txz) >0, r € E,

o que mostra que Nuc(T) = Nuc(T*T), ou seja, Tv = 0 apenas quando T*Tv = 0. Desta forma,

posto(T*T) = n — dim(Nuc(T*T)) = n — dim(Nue(T)) = r.

Pelo Teorema 3.2, existe uma base ortogonal B = {v1, - ,v,} de E formada por autovetores de
T*T, com autovalores p3 > 3 > ... > p2 > piy41 = 0=+ = p1,,. Se p; # 0, podemos definir
1
w; = ET(UZ)

Se p; = 0 basta escolher w; € Nuc(T™).

Seja {wy41,- -+, wy} uma base ortogonal de Nuc(T™). Esses vetores satisfazem T*w; = 0, para
i€ {r+1,---,m}. Podemos verificar que Nuc(T*) é ortogonal a Im(T), e assim, os vetores
{wy, -+ ,wp} formam uma base ortogonal de F'. O

Denotando por |H| : E — E a transformagao linear cujos autovalores sao os valores singulares
de H e cujos autovetores sao os vetores {v;}. O operador |H| é chamado de médulo de H e é
também denotado por v H*H. O resultado seguinte é uma versao da forma polar de um nimero
complexo z = ¢%|z| para transformacoes lineares.

Corolario 4.4. Sejam E,F espacos euclidianos e T’ : E — F linear de posto r. Fxiste uma
transformagado linear (parcialmente) isométrica U, tal que H = U|H|.

Demonstracao. Basta definir U : E — F como

{ U(|H|v) Hu, ve E
U(w) = 0, w L Im(H)

e observar que

(U(H|o), U(|H|v)) = [ Hol® =Y u3ley[* = [[|H]v|?,
pois v = > ayv;, Hv =) ajpw; e |[H|lv =) ajpvj, de acordo com o Teorema 4.3. O

A demonstracao desse resultado auxilia na interpretagao geométrica de uma transformagao
linear, uma vez que |H| transforma uma esfera em E em um elipsoide em F'. Ainda, |H| trans-
forma um cubo C' em E em um paralelepipedo P em F'. Isso mostra que que o volume de P é o
produto do volume de C' pelo produto dos valores singulares de H (ou o médulo do determinante
de H), e dispensa o uso de determinantes no teorema de mudanca de varidveis em integrais.
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5 Autovalores de operadores

A versao de demonstracao a seguir pode ser feita utilizando o Teorema 2.3 e o polinémio
caracteristico de um operador linear, que por sua vez faz uso da teoria de determinantes e é,
do nosso ponto de vista, a versdo mais conhecida e a menos pratica, usa vez que usa resultados
para os quais os alunos de graduacao desconhecem as demonstragoes e manipulagao, como a
localizagao de raizes de polindmios e a teoria de determinantes (por favor veja Garbi (2010),
Bueno (2006) e STEWART (2004)). Cabe destacar que Axler (1995) fez, de forma inovadora
e premiada, uma construcao de varios resultados de Algebra Linear, sem o uso do conceito de
determinante e, por isso, gerou uma discussao sobre a inutilidade do uso de determinantes em
cursos de graduacao, que infelizmente ainda nao influenciou os autores de livros e professores.

O que pode ser 1til saber sobre determinantes aqui é apenas a obtencao do polinémio carac-
teristico de H, mas na realidade nao precisamos nem disso.

Escolhendo uma base para o espaco E e denotando por A a matriz de H nessa base. A ideia
de encontrar um autovalor A e de um autovetor v de H pode ser explicada por meio da resolucao
do sistema de equagoes lineares da forma

(A= X)u=0.

Esse sistema tera solucao nao nula v apenas quando o processo de eliminacao de Gauss produzir
uma matriz com zeros na diagonal principal.

De modo geral (se preferir suponha que o valor de z nao anula o elemento pivo da respectiva
diagonal) temos a equivaléncia de matrizes:

i ail — 2 a2 cee A1n

as1 as — 2 ... as

A—zI = "
L anl an?2 oo Qpp — 2
[ ay — = a2 .. A1n
0 (a11 — z)(age — z) —azrarz ... (a11 — z)az, — az1a1n

.0 (a11 — 2)an2 — anraiz oo (@11 = 2)(ann — 2) — ania1y
i q1 (Z) ai19 e A1n

0 qz) ... (ann—z)ag, —azam,

z . . . ?

|0 0o ... an(2)

em que g, (z) é um polinémio de grau maior que n, cujo conjunto de raizes contem os autovalores
de H. Uma forma rapida de fazer a verificagao dessa afirmagao, para quem conhece a teoria de
determinantes, é usar a n-linearidade do determinante e a regra de Laplace para demonstrar o
seguinte resultado.

Lema 5.1. Seja H : E — E um operador linear e A uma matriz n X n associada a H, numa
dada base. Se B(z) € uma matriz triangular superior obtida por meio de elimina¢io de Gauss
de A —zI e bji(z) = qi(2), entdo q,(z) tem grau maior que n e o conjunto de suas suas raizes
contem os autovalores de H.

Os comentdarios anteriores possibilitam a nossa quarta demonstracao para o Teorema 3.2,
utilizando o polinémio ¢, (z). Porém, faremos a demonstracao de uma outra forma.
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Demonstracdo 4. Seja v um vetor ndo nulo de E e denote H'v = H(H’~v), para j =2, 3,.. ..

Segue que existem escalares ag, aq, ..., Q;,, com o, nao nulo, tais que
m
apU + E a;H'v =0, (7)
j=1

pois o conjunto {v, Hv,... H™v} é linearmente dependente, para algum m < n, sendo n é a
dimensao de E. Considere o polinémio

m

p(z) = Z ozjzj, z € C,

§=0
e aplique o Teorema 2.3 para garantir que existe A; € C tal que p(\1) = 0. Temos entao

p(z) = (z - )‘1)(](2)77 z €C,
e que

m
(H—MI)g(H)v = agv + Zajva =0.
j=1
Escolhendo m como o menor ntimero natural com essa propriedade, e u; = q(H)v, que é nao
nulo, temos que Huy = Ajuq e que \; é autovalor de H. O

A parte apresentada da demonstracdao acima se aplica a qualquer operador linear H. A
necessidade de H ser autoadjunto ou normal é a parte que usa a ortogonalidade dos autovetores
e o fato de H(E);) estar contido em Ej.

Corolario 5.2. Seja H : E — E um operador linear. Existe pelo menos um autovalor complexo

de H.

Lembramos que um corpo tem caracteristica zero quando qualquer soma do elemento neutro
multiplicativo 14+ 1+ - - - 4+ 1 nao resulta no elemento neutro aditivo 0. Nesse caso, o argumento
anterior produz um resultado ainda mais interessante, que pode ser visto como uma elegante
demonstracao para o teorema da decomposicao primdria ou para a forma de Jordan.

Corolario 5.3. Seja V' espaco vetorial de dimensao finita n, sobre um corpo K de caracteristica
zero e H : V. — V um operador linear. Seja p(z) € um polinomio e v € V ndao nulos e tais que
p(H)v = 0. Entdao

V' = Nuc(p(H)") & Im(p(H)")

e existe uma base de V' para a qual a representacao matricial de H toma a forma de blocos

(4 o0
A= a )

sendo Ay € uma matriz m x m e m = dim Nuc(p(H)"™).

Demonstragdo. Sejam Vi = Nuc(p(H)") e Vo = Im(p(H)").

O conjunto {w, p(H)w,...,p(H)* 1w} é linearmente independente, sempre que p(H )*w = 0
e p(H)*1w # 0, para algum w € V. Para ver isso, suponha que g, f1,..., Br_1 € K sio tais
que

k

k-1
0=> Bip(H)'w,
i=0

k—1—1

e aplique p(H) em ambos os lados da igualdade para obter 3; = 0.
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Portanto, se p(H)*w = 0, para algum k natural, entdo p(H)"w = 0. Sendo assim, se w €
Vi N Vs existe u € V tal que w = p(H)"u e p(H)"w = p(H)*™u = 0, o que garante que
p(H)"u=w = 0.

Como Hp(H)w = p(H)Hw, para w € V, podemos escolher bases para V; e V5 e a matriz A
como no enunciado, para representar a matriz de H nesta base. ]

Observacgao 5.4. Considere o operador linear H : R* — R*, com produto interno usual e matriz
(na base canénica)

1 2 5 4

7T 8 75

A= 4 6 7 5

4 7 5 4

Seque que H nao é normal e, tomando v = (1, 0, 0, 0)¢, temos que

1 1 51 1099 22888
10 ]2 9o | 76 3 | 1539 4| 32208
=l A= ls s AT | AT sse |0 AT 33108
0 4 55 1174 24687

formam um conjunto linearmente dependente. Usando a Expressao (7) encontramos o polinémio
p(2) = =27+ 68z + 1722 + 2022 — 24 tal que p(A) é a matriz nula.

Podemos ver graficamente, na Figura 2 que p(z) possui duas raizes reais e, sendo assim,
eziste v € R* de tal forma que o polinémio da Expressdo (7) tenha grau 1 ou 2.

/

’//;//W/’//////://///
N

7

%
7
7

%,
e
T ANY
\ Al
AR 0
= %\ '%”/,’/Né,
\ 7

7777

(111777777

27

%

N
D

R
N

N

N

NSNS

N

7
ZZ

r

77
N

7
NN

A\

77
Nana

——

-2 -1 0 1 2 3
| | | | |
1000
=« o= B
= ° 3
Sooav/

000V
2009

1000
15000
20000

Figura 2:  gréfico e curvas de nivel de |p(z)|.

Em particular, é possivel escolher autovetores v1 e vo de H, com autovalores A1 e g, e um
vetor w, com A?w = ajw + asAw, para algum oy, as € R, tais que {vy, v, w, Aw} seja base
de R*. A matriz de H nessa base toma a forma

MM 0 0 O
0 X 0 O
0 0 0 1
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6 Consideragoes finais

As demonstracoes 1 e 3 do Teorema 3.2 podem ser facilmente adaptadas para mostrar que
um autovalor de H é determinado resolvendo o problema de programacao nao linear

Minimizar ¢¥(z) = (Hz,x) (8)
sujeito a g(z) = 1 ’
com g(x) = (x,z). A solugao desse problema pode ser aproximada por meio do método numérico
baseado no gradiente e no método de Euler, dado pela equagao a diferencas (ZHOU, 2007)

Unt1 = (I —2hH — 2hM (g(vy,) — D)I) vy,

para M > 0 é suficientemente grande, h positivo (suficientemente préximo de zero) e vy é um
vetor qualquer de F (com norma préxima de 1). E claro que o método apresentado é o método
de Euler para aproximar numericamente a solugao da equagao diferencial ordinaria

{ v(t) = = (u(t) = 2M(g(v(t)) — 1)g'(v(?))
v(0) = v ’ )
0

sendo v = v(t) € E, para t € [0,+00), uma aproximagao de um autovetor de H, para t grande
(veja Zhou (2007) para algumas discussoes recentes sobre o assunto). A Equagao (9) descreve a
curva em F, com direcdo de maior decrescimento da funcao

fla)=4(z) +M(g(z) -1)°, we€E.

Cabe notar que esse processo pode aproximar valores minimos locais de (), que também
sao autovalores, e que o processo produz também uma aproximacao para um autovetor de H.
Podemos ainda aproximar todos os autovalores e autovetores de H, inserindo em (8) e (9) uma
condicao de ortogonalidade a cada autovetor e autovalor encontrado. Assim, apresentamos uma
forma de aproximar todas as raizes de um polinomio, relacionado com uma matriz normal ou
autoadjunta, em particular apresentamos uma forma de aproximar os valores singulares de um
operador, e isso é muito bom, porque os trabalhos de Evariste Galois e de Niels Henrik Abel, em
suas breves vidas, mostraram que encontrar as raizes de qualquer polinémio de grau maior que
quatro s6 é possivel por processo iterativo (por favor veja o Teorema 15.11 em Stewart (2004,
p. 159)).

Lembramos que todo polindémio (1) possui uma matriz companheira

0 1 0o ... 0
0 0 r ... 0
A= : : : " :
0 0 0o ... 1
|l —G0 —a1 —aG2 ... —Gp—1 |

que estd associada um operador H : C"*! — C"*!, cujos autovalores sdo raizes desse polinémio
(veja a Observagao 4.2). O médulo das raizes desse polinomio sao os valores singulares de A.
Ainda, sob certas condicGes, podemos obter aproximagoes para todas as raizes desse polinémio
por meio do algoritmo QR (veja Whatkins (2008) para detalhes de versdes modernas do algo-
ritmo), que revolucionou a Anélise Numérica depois do ano de 1961. A ideia mais simples para
o algoritmo é construir a sequéncia:

Api1 = RiQr = Qry1Rit1 = QLAQr, k€N,
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com A; = A = Q1R; (veja Expressao (5)). Sob certas condigoes, essa sequéncia converge para
uma matriz

Bl * *
0 BQ *

B = . . . ’
0 0 ... B

que possui blocos B; de dimensao 1 x 1 ou 2 x 2 na diagonal. Os autovalores de B; juntos sao
os autovalores de A.

Observagao 6.1. Para a matriz companheira

N O OO
_ o = O
_— -0 O

1
0
0
-1
do polinémio p(z) dado na Observagdo 2.5 obtemos as matrizes

B1%

—0.8312761 —1.21045720 By~ 0.1689174 —1.0972074
0.5277258 —1.11063566 |’ 27 1.0273954  0.7729943 |’

que produzem as aprorimacoes —0.9734301 4 0.7873158:, —0.9734301 — 0.7873158¢, 0.47343 +
1.0255917 e 0.47343 — 1.025591¢ para as raizes de p(z), calculando Ay, para k=1, 2,..., 50.
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