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Resumo: Neste trabalho sdo apresentadas diferentes métricas em R™, ndo apenas as usuais,
conhecidas como métricas do modulo, a Fuclidiana, e a do mdximo, que sao métricas particu-
lares do caso da métrica p, com p € [1,00]. Mais precisamente, se trata de um estudo sobre a
sequéncia em funcao de p em que, para cada p fixo, obtém-se uma métrica diferente, por exemplo,
as métricas FEuclidiana e a do mddulo sao apenas casos particulares parap =1 e p = 2, respecti-
vamente, ji a métrica do mdximo € tratada como p = co. Serd mostrado que esta sequéncia de
fungoes d, converge para a métrica do mdximo quando p tende ao infinito. Deste modo, primei-
ramente sao apresentadas as normas || - ||, e || - |, e demonstrado que, de fato, sao métricas
para o conjunto R™. Para provar este resultado se faz mecessdrio enunciar e demonstrar trés
importantes desigualdades: Desigualdade Elementar, Desigualdade de Holder e Desigualdade de
Minkowsky. Em sequida, demonstra-se que, quando p tende ao infinito, a norma || - Hp converge
para a norma || - |- Ao final, conclui-se que todas as métricas aqui apresentadas sio equiva-
lentes independente do valor p, desta forma, tem-se a garantia que qualquer que for a escolha
de uma dessas métricas obtém-se resultados similares sobre o espaco R"™. FEsses resultados sao
adaptacoes de resultados andlogos para espacos de dimensao infinita apresentados em Kreyszig
(1978), sendo que o ultimo resultado € deixado como exercicio.

Palavras-chave: Métricas Equivalentes, Espagos R", Desigualdade Elementar, Desigualdade
de Holder, Desigualdade de Minkowsky.

Abstract: In this work it presents different metrics in R™, not just the usual ones, known as
module metrics, Euclidian, and mazimum metrics, which are metric of the p metric case, with
p in[l,00]. More precisely, it is a study about the sequence in function of p in which, for each
fixed p, a different metric is obtained, for example, the Euclidean and module metrics are only
particular cases for p =1 and p = 2, respectively, since the mazimum metric is treated as p = oco.
It will be shown that this sequence of functions d, converges to the maximum metric when p tends
to infinity. In this way, the rules || - ||, e || - ||, and demonstrated that, in fact, they are metric
for the set R™. To prove this result it is mecessary to state and demonstrate three important
iequalities: Elementary Inequality, Hélder Inequality and Minkowsky Inequality. Then, it is
shown that when p tends to infinity, the norm || - ||, converges to the standard || - ||,. At the
end, it is concluded that all the metrics presented here are equivalent independent of the value p,
in this way, one has the guarantee that whichever one of these metrics is obtained similar results
on the space R™. These results are adaptations of similar results for infinite-dimensional spaces
presented in Kreyszig (1978), with the last result being left as an exercise.

Keywords: Equivalent Metrics, Spaces R", Elementary Inequality, Holder Inequality,
Minkowsky Inequality.
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Introducao

A disciplina Espagos Métricos esta presente na grande maioria dos cursos de matematica,
nesta disciplina alguns dos primeiros conceitos a serem apresentados é o de métrica, bola e
espaco métrico, junto com estes também sao apresentados alguns exemplos. Um dos exemplos
apresentados em Munkres (2000) é sobre o espaco R? com a métrica Euclidiana e com a métrica
do maximo, porém estes resultados nao sao discutidos de forma detalhada, o mesmo acontecendo
em Kreyszig (1978). Com isso, faremos neste trabalho um estudo para mostrar a relagdo entre
estas métricas e apresenta um resultado valido em qualquer espago R".

O Espaco R” com diferentes métricas

Foram utilizados como referéncia para esta secdo Domingues (1982) e Kreyszig (1978), entre-
tanto as referéncias discutem o caso em dimensao infinita (espaco ¢,), sendo que os resultados
apresentados sdo para o caso em que a dimensao é finita (espago R™), ou seja, para o cujas
demonstracdes aqui apresentadas sdo casos mais simples. Além disso, esses resultados sdo apre-
sentados mais detalhadamente que nas referéncias.

Definigao 1 Suponha que M seja um conjunto nao vazio. Uma fungao d: M x M — [0, +00)
serd uma distancia ou métrica sobre M se as seguintes propriedades forem satisfeitas:

(i) para quaisquer a,b € M, tem-se que d (a,b) = 0 se, e somente se, a = b;

(ii) Simetria: para quaisquer a,b € M tem-se qued (a,b) = d (b,a);

(iii) Desigualdade Triangular: para quaisquer a,b,c € M tem-se que
d(a,b) <d(a,c)+d(cb).

Um par ordenado (M,d) serd um espaco méltrico se M for um conjunto e
d: M x M — [0,+00) for uma métrica sobre M.

Definicao 2 Seja (M, d) um espago métrico, um ponto xg € (M,d) e um £ > 0, entao o conjunto
B(xp,r) dado por
B(zg,e) = {z € M|d(z,x0) < e}

serd uma bola em (M, d) centrada em z( de raio .

1 1
Sejam p,q € (1,00) tais que — + — = 1 . Para z,y € R", com = = (z1,22,...,2,) €

p q
Y= (y1,y2, ..., yn) define-se a funcao || - ||, : R" — [0, 0c) dada por

n 1/17
| (z1,22,...,20) ||, = (Z !%'\p) ;
=1

cuja distancia induzida pela norma dj, : R" x R" — [0, 00) dada por dp(z,y) = ||z — y||,,-
E a funcao || - ||, : R" — [0, 00) dada por
|(z1,22,...,2n)|lo = max {|z;| : 1 <i < n},
cuja distancia induzida pela norma d : R™ x R™ — [0, 00) é dada por ds(z,y) = ||z — Y| -

Para relacionar as métricas nas normas dy,, inicialmente se faz necessario mostrar que estas
sao realmente métricas e, para isto, apresenta-se algumas desigualdades que serao dadas a seguir:
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Lema 1 (Desigualdade de Young (Desigualdade Elementar)) Suponha que a, b, p e g
sejam numeros reais positivos e tais que — + — = 1, entao
P q
aP bl

ab < — + —.
p q

Demonstragao: Primeiramente, é necessario relembrar a definicao de funcao convexa: Uma
funcao é dita convexa se, e somente se,

[tz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y),

para todo ¢ € [0,1].
E mais, se f for duas vezes derivavel, entao ela serd convexa se, e somente se,

1"(z) > 0.
Observe que f = e é duas vezes derivavel e
f"(z) =¢" > 0.

Logo, e* é uma fungdo convexa.
Tome t = — e, portanto,
p

1 1
1-t=1—-=-.
p q
Dai,
ab = exp(lnabd)

= exp (ln(ap)P + In(b7) l)

»Q

1
= exp ( Ina? + —In bq)
p q
(

1 1
< —exp(lna?) + —exp (Inb?)
p q

1 1
= —aP + -bi.
p q

Portanto,
a? bl
ab < — + —
p q

Segue diretamente da Desigualdade de Yang que, para todo a,b € [0, 00) tem-se que
at/Ppl/e < ¢ 9
p q
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Lema 2 (Desigualdade de Hélder) Suponha que z,y € R", com z = (z1,22,...2,) €
Y= (y17y27 s yn) entao

p s 1/q

n n
Dl sl < | D lgl? >yl
j=1 j=1 j=1

Demonstracao:
n n
1° Caso: Z lz;P=1e Z ly;|? = 1.
J=1 Jj=1
Note que

|5 -yl = |zl - lysl,
dai, pela Desigualdade Elementar, segue que
|y]|q

|z
xyg +
‘] ]| P q ’

logo,

- (P [yl
Syl <3 (154 0
=1 =1 P 1
n p n q
. ,
:Z| il +Z‘yj‘
= Po= 1
1 &
=f§jmwp+f§jwm
: -

1

1
'
n n 1/q
= (Z ;" AD ]
j=1

Caso Geral: z,y € R" Defina
~ _ Zj ~ Yj
N e Yi= 1

n n
> layl? > Il
j=1 j=1

Note que P

3
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n

~ Yj
DGl =
j=1

assim, pelo 1° caso segue que

3

dai

n
|51 _ A

— n 1/p n 1/q
! (Z |xk|p> (Z |yk|q>
k=1 k=1

n /p n 1/q
Multiplicando ambos os lados por <Z |xk|p> (Z |ykq> obtém-se

k=1 k=1

1/p 1/q

n n n
Do lwiyl < Do) Dl
j=1 j=1 j=1
[ |

Lema 3 (Desigualdade de Minkowsky) Suponha que z,y € R"™, com & = (z1,2,...%,) €
y = (y1,Y2,- .- Yn) entao

1/p 1/p 1/p

n n n
Dol < Dol DIl
j=1 j=1 j=1

1 1
Demonstracao: Seja g tal que — + — =1 e, observe que
p q

J

n n n
—1\¢ -1
(I%‘erjlp 1) =D e+l =Dy 4yl < oo
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Além disso,

n
1
Z|5’31 +y5l” Z|$J+yj |z + ;"™
7
~1
SZ 5]+ ly;]) - | + ;1

1

.

n

1 1
Z|$J| |z +y; 7 +Z‘y] |2 + ;7™
j=1 j=1

1/q
n n

> Qfa\p 10 (!xj +yj!p_1>q +

Jj=1

IN

3

n

:
v

Y
+ (I%‘erjlp 1)
j=1
dai
. " 1/p " 1/p " 1/q
Syl = Dl Dl A Dl ul
j=1 j=1 j=1 j=1
Logo
1-1 1/p 1/p
n q n n
Dl + oyl o N1 I 71
j=1 j=1 j=1
dai

n 1/p " 1/p " 1/p
Sty < Dol Dl
j=1 j=1 j=1

|

Aqui foi apresentado o caso da desigualdade de Minkowsky para caso do espaco R", o qual

possui dimensao finita, porém ela também é vélida para o caso de um espaco de dimensao
infinita, como é demonstrado em Kreyszig (1978).

Teorema 1 (R",d,) é um espago métrico.

Demonstracao: Sejam z, y e z € (R",d,) com = = (z1,%2,...,%n), ¥y = (Y1,Y2,---,Yn) €
z = (21, 29,...,2,) entao segue que:

(i) Se dy(z,y) =0 tem-se que

n 1/p
y) = (Z |z — yz‘|p> =0,
i=1

ou seja,
|lzi —yilP =0,
parai=1,2...,n, dai
Li = Yi,
para ¢ =1,2...,n, portanto z = y. De maneira analoga caso x = y entao
Ti = Yi,
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parat=1,2...,n, assim
|zi — yil? =0,
parai=1,2...,n, o que implica em
n 1/p
dp(,y) = (Z |2 — yZ\”) =0
i=1
(ii) Note que
n 1/p
dp(z,y) = (Z |2 —y2p>
i=1
n 1/p
- (- ar)
i=1
n 1/p
- (-]
i=1
= dp(ya x)v
para quaisquer x,y € M.
(iii) Como
n 1/p n 1/p
o= (Sb-wi?) = (Sl o)
i=1 i=1
pela desigualdade de Minkowsky tem-se que
n 1/p n 1/p
dp(z,y) < <Z i — Zz‘\p> + (Z |2 _yi’p> :
i=1 i=1
Portanto
dp([lf, y) é dp(xa Z) + dp(Z, y) = dp(ll,‘, Z) + dp(y7 Z)
Portanto segue que (R",d,) é de fato um espago métrico. |
Teorema 2 (R",dy) é um espago métrico.
Demonstracao: Sejam z, y e z € (R",dy,), com x = (21,22,...,2n), Yy = (Y1,Y2,...,Yn) €
z=(21,22,...,2n).

(i) Se do(z,y) = 0 entao
doo(z,y) = max {|z; —y;| : 1 <i<n}=0,

0 que implica que
lz; — il <0,

entao
Ti = Yi-

Portanto # = y Analogamente se = = y tem-se que

Ti = Yi,
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dai
|zi —yi| =0
e, assim
max {|z; —yi| : 1 <i<n}=0.
Portanto,

doo(z,y) = 0.

(ii) Note que
doo(z,y) =max{|z; —y;|:1<i<n}

=max {|—(y; — ;)| : 1 <i<n}
=max{|ly; —xi| : 1 <i<n},
para quaisquer x,y € M. Portanto,
doo(2,y) = doo(y, @),
para quaisquer z,y € M.

(iii) Primeiramente observe que
| — il < o — 2l + yi — zil,

dai
|z — | <max{|z; — 2|1 <i<n}+max{ly; —z|:1<i<n},

assim,
’xi - yz| < doo(ﬂ?,Z) + doo(y,z),

o que implica que
max {[z; —yi| 1 1 <i <n} <dwo(x,2) +doo(y, 2).

Logo,
doo(as,y) S dOO(xvz) + dOO(yaZ)

Portanto (R",d,) é de fato um espago métrico. [ |

Alguns resultados sobre as métricas d, com p € [1, 0]
Teorema 3 No espago R" tem-se que

|l = lim fol],-

Demonstracao: Seja z € R", entao existe k € {1,2,...,n} tal que ||z|, = |zk| dai
n 1/p
lall, — lloll| = (Z |:cn|p> — lal| < |(mlanl?)” ~ Jax|
n=1 )
ey — ] = |17~ 1)
= 77 = 1) osl] = 7 = 1]l

dai, fazendo p — oo segue que
[l2ll, = llall.o] = 0
e, portanto
e = lim 2],
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Para uma visualizacdo geométrica, tome o espaco R? com a métrica ||-|| p» assumindo um raio
fixo e um ponto xg obtém-se uma bola centrada em xg que altera de acordo com p varia, consi-
derando n = 2 pode-se ver que as bolas com as normas p vao se aproximando do comportamento
da bola induzida pela métrica do maximo, isto pode ser visto na Figura 1.

p=10 p= 00

*x

Figura 1: Bolas em R? centradas em zy conforme p aumenta.

Da mesma maneira pode-se ter uma visualizacdo geométrica em R? (Figura 2).

p=1 p=2 p=3 p=co

Figura 2: Bolas em R? centradas em xy conforme p aumenta.

Definicao 3 Sejam dj e d2 métricas sobre um mesmo conjunto M. As métricas d; e da serdo
métricas equivalentes se, para cada xg € M, qualquer bola By, (zo,7), existir A > 0 tal que
Bd2 (1‘0, )\) C Bd1 (x(), 7’).

Proposicao 1 Sejam d; e dy métricas sobre um mesmo conjunto M. Se existirem r,s > 0 tais
que
- dl(w7y) < d2($7y) <s- dl(w7y)a

entao as métricas dy e dy serao equivalentes.

Demonstracao: Sejam d; e dy métricas em M e x,y € M tais que
redi(z,y) < da(w,y) < s-di(x,y).
Considere a bola By, (zg,€). Primeiramente serd demonstrado que
By, (zg,re) C By, (%0, €).

Dado = € By, (o, re), entdo
da(xo,z) <7r-g,

e, da hipétese tem-se que r - dy(zg, z) < da(x0, ), segue que
r-di(xg,x) < e,

ou melhor,
di(xo,7) < €.
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Portanto x € By, (xo,€).
Agora dado Bg,(zo,¢), considere x € By, (o, £), entao

IS
Cll(ﬂf7$0) < ;a

ou seja,
s-di(z,zp) < €.

Como da(x,xy) < s-dy(x,x0) entdo
da(x,x0) < €.

Dessa forma = € By, (zo,¢) assim
€
Bd1 (xo, ;) C Bd2 (1‘0, 6).
Portanto d; e dy sao equivalentes. [ |

Teorema 4 No conjunto R™ as métricas d, e ds, sao equivalentes.
P o

Demonstracao: Sejam z,y € (R",d,) com z = (z1,22,...,2,) € ¥y = (Y1,Y2,.-.,Yn). Consi-
dere
|xk0 _yk0| = max{|xi _yi’ 1<i < n}7

com kg € {1,2,...,n}, ou seja,

1
d00($7y) = ‘xko - yk0| = (|xk0 - yko|p)p7

dai
1
doo(®,y) < (|21 — 1P + oo+ |Trg — UnolP + -+ [0 — yal?) 7.
Portanto
n 1/10
i=1
ou seja,

dOO(x’y) S dp([,U, y)

Agora, serd provado que dp(z,y) < P do(z,y).
De fato, primeiramente relembrando que

doo(xvy) = ‘xko - yko‘v
para algum ko € {1,2,...n}. Além disso,

n 1/P
dp(.%', y) = (Z |xl - y’5|p> )
=1

dai,
(dp(z,y))P =lz1 =P + .o+ |ze —yplP + oo+ |2 — yil?
< ’:Eko - yko‘p +. |xk0 - yk’0|p +.ot ’xko - yko’p
=n- ’wko - yko ’pa
assim

(dp(x>y))p <n- |~Tk0 — Yko |p
e como p € [1oo) segue que
dp(fE,y) < nl/p . |1'k;0 - yko|>

ou melhor,
dp(.’E,y) S nl/p : doo(ﬂf,y)

Com tudo isso, segue da Proposicao 1 que d, e ds sao equivalentes para qualquer p € [1,00). B
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foi construida uma sequéncia de funcgdes que converge para a métrica do
maximo, consequentemente obtém-se uma sequéncia de bolas, sendo possivel estabelecer a
relagdo entre as métricas do mélulo, Euclidiana e a do maximo. Além disso, o Teorema 4 ga-
rante que todas as métricas d, sao equivalentes a d, e assim, sao equivalentes entre si também.
Desta forma todas as métricas determinam um mesmo espaco topoldgico, portanto todas elas
satisfazem as mesmas propriedades métricas sobre o conjunto R™.
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