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Resumo: Neste artigo sdo apresentados alguns dos resultados trabalhados no Trabalho de Con-
clusdo de Curso sobre Teoria da Medida e Integracdo. Fungoes Lebesgue integrdveis sdo fungdes
que se encontram em um espac¢o chamado Espaco LP, com p € [1,00). Primeiramente defini-
mos tal espaco e, dentre resultados importantes sobre o mesmo, mostramos que ele € um espaco
vetorial. Entdo, apos definir uma norma nesse espago, mostramos que ele ¢ um espacgo vetorial
normado. Para isso, utilizamos trés importantes desigualdades: Desigualdade de Young, Desi-
gualdade de Hélder e Desigualdade de Minkowsky. Dat, definimos uma distancia com essa norma
e mostramos que o Espaco LP com essa distancia € um espagco métrico completo. Uma fungdo
Lebesgue integrdvel deve ser uma funcao simples, ou entdo deve existir uma funcdo simples que
tenha propriedades semelhantes as da fungcdo que se deseja integrar. Ao final apresentamos o
teorema que garante a existéncia de uma funcao simples que possui propriedades semelhantes a
de uma func¢ao presente no Espaco LP. Com isso, temos a aplicacdo que diz que o conjunto das
funcdes mensurdveis limitadas € denso no espaco LP.
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Abstract: In this article we presented some of the results with which we dealt while doing the
Course Concluding Work on Measure and Integration Theory. Lebesgue integrable functions are
functions that lie in a space called LP Space, with p € [1,00). At first we defined such space and,
as one of the important results about it, we showed that it is a vector space. Then, after defining
a norm for that space, we demonstrated that it is a normed vector space. With this purpose,
we used three important inequalities: Young’s Inequality, Hoélder’s Inequality and Minkowsky’s
Inequality. Afterwards we defined a distance through that norm and demonstrated that LY space
with that distance is a complete metric space. An Lebesque Integrable Function must be a simple
function, or otherwise there must be a simple function having properties similar to those of the
function to be integrated. At the end of this work we presented a theorem which guarantees the
existence of a simple function having properties similar to those of a function lying in L* Space.
Finally, we have obtained an application clarifying that the set of limited measurable functions
is dense in the LP space.
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Introducao

Primeiramente, apresentamos as definicoes de espagos L' e LP, mostrando que estamos
trabalhando em um espaco vetorial. Em sequida vemos trés importantes desigualdades que sao
necessarias para demonstrar um teorema que mostra que LP € espago vetorial normado, com uma
norma especifica, que € finita. Definimos, com isso, uma métrica d,, que em LP determinam
um espagco métrico completo. Por fim, esse teorema € usado para demonstrar um resultado
fundamental para esse estudo. Com ele, realizamos uma aplicagdo: o conjunto das fungdes
mensurdveis limitadas é denso em LP. FEste trabalho foi baseado em Kreyszig (1978), Medeiros
(2008) e Ricou (2009).
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Os Espacos L! e LP

Definigao 1 Seja p € [1,00). Definamos L? (X, i) o seguinte conjunto

LP (X, p) = {f mensuravel : / | f|Pdu < oo}
X

Para simplificar utilizaremos a notacao £P (X, u) := LP (X, u)

~

Agora, suponhamos que (X, A, 1) seja um espaco de medida. Seja L' (X, ), e considere a
sequinte relacdo: f ~ g << f =g, quase sempre.
Assim, f ~ g se existir A € A tal que

p(A)=0cef(x)=g(x),

para todo x ¢ A. Temos que ~ é uma relagdo de equivaléncia sobre L' (X, ).
De fato,

(i) f~ [, pois f = [.

(ii) Suponhamos que f ~ g, dai f = g quase sempre, entio g = f quase sempre e, portanto,

g~ f.
(iii) Suponhamos que f ~ g e que g ~ h, entdo

o criste A € A tal que p(A) =0 e f(x) = g(x), para todo = ¢ A;
o cziste B € A tal que p(B) =0 e g(x) = h(x), para todo = ¢ B.

Tomando C = AU B, temos que C € A e que
1(C)=pu(AUB) < u(A)+p(B) =0,
ou seja, i (C) = 0. E mais, para todo x ¢ C, temos que
fx)=g(@)=h(z).
Portanto, f ~ h.

Definigao 2 Definimos a seguinte norma sobre £! (X, 1)

1Al = /X £ du.

Usaremos a notacao £ (X, u) := £ (X, )| . Além disso, por convencio, denotaremos [f] = f.

~

Antes de continuarmos se faz necessdrio mostrarmos que ||-|| estd bem definida.
De fato, suponhamos que f,g € L' (X, ) sejam tais que [f] = [g]. Queremos mostrar que
IfII = Nllglll, ou seja, que

/leldﬂz/xlgldu-

Observemos que, se [f] = lg], entao f ~ g, ou seja, existe A € A tal que pn(A) = 0 e
f(x) =g (x) para todo x ¢ A. Assim, para todo x ¢ A, temos que

ffla)=g"(@@) e [ (a)=g (2),
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daf,
/ frdu —/ grdu e / fdp —/ g~ du,
X b's b's X
logo,
/ | fldp =/ |gldp.
X X
Portanto [[[f]]| = |l[g]ll- u
Teorema 1 LP (X, ) é um espago vetorial.
Demonstragao: Sejam f,g € LP (X, u) e A € R, entdo
fHAge Ll (X,p).
De fato,
If+2g9l = 1(f+Ag) (2)]
<|f(x) |+ [Allg (=) |
= |fI+[Allgl,
quase sempre. Dag,
[ 1+ 0gldn = [ 151+ Al d
X X
— [ 1fldu-+ 1M | lgla
X X
Como/ | fldp < oo e/ lgldu < oo, entdo
X X
[ 11di+ 0 [ Jgld < oc,
X X
portanto,
/ |f + Agldp < oo
X
Como
|f (@) +g (@) <I[f(z)|+]g(z)]
< 2max{[f (z)|,|g (z) |}
da,
[f (@) +g ()P <2F (max{[f(z)]|g(z)[})"
= 2Pmax {[f (z) P, [g (z) [P},
deste modo,
[f (x) + Ag (2) [P < 2" max {[f () [, [A["|g (z) ["}
Juntamente com o fato de
/ |flPdp < oo e / |gPdp < o0,
X X
seque que
/ |f + Ag|Pdp < oc.
X
Portanto, LP (X, ) € um espago vetorial. |
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Nosso objetivo agora serd mostrar que o espago LP(X, p), munido da norma

1

1l = ( / fl”du>p,

€ um espaco vetorial normado. Para isso, precisaremos das Desigualdades de Young, de Holder
e de Minkowsky, como sequem nos lemas abaizo:

Lema 1 (Desigualdade de Young (ou Desigualdade Elementar)) Suponhamos quea, b, p
e ¢ sejam numeros reais positivos e % + % =1, entao

aP  be
ab < — + —.
p q
. . . . 1 1 .
Lema 2 (Desigualdade de Hélder) Sejam p,q € R tais que — + — = 1. Considere
p q

feLlr(X,u)egeLI(X,p),entdo f-ge L (X, p)e

/X F - gl < 171, - ll,

Demonstracao: Se ||f|p-|lgllq =0, entdo || f||, =0 ou ||g|lq =0, donde |f| =0 quase sempre,
ou |g| = 0 quase sempre. Assim, |f-g| = |f|-|g9| =0 quase sempre. Portanto,

/le-glduzo-

Entdo, suponhamos que ||f||, - |gllq # 0. Neste caso podemos reescrever a desigualdade desejada
como

/ S <
x [Ifl,] [ lglly
Tomemos
_ 7 _ g
o= e =,
/1l lgll,
dai basta verificarmos que
/ o~ pldp <1,
X

onde o € LP(X, ) e € LYX, ), e

lelp=1" e ¥, =1

Usando a Desigualdade de Young, temos

p
2y ()
p du+/X q s
|

= ([ vopan) o ([ rotean)
Db \Jx 4 \Jx
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Lema 3 (Desigualdade de Minkowsky) Sejam f,g € LP (X, u), entao
1f +gll, < [If1l, + llgll,
Demonstracao: Se p =1 vale a desigualdade.
Entao, suponhamos que p > 1. Dad,

[f gl =f+gP"|f +g]
<|f+glPt(1f1+ gD
=[f+glPtAfI+1f + 9P gl

Observemos que
/ (If + g[P~")%dp :/ |f + glPdp < oo,
X X
0 que significa que
[f + g™t € LUX, p).
Dessa forma, podemos utilizar a Desigualdade de Hélder para obter que
el < 1l
e que
Al gl < W + 9y Ll
Entao, temos que
/X |+ glPdp <\ fllp - IF+ g~ g + Nglly - 15+ alP~ g,
ou seja,
1f =+ ally < 1 fllp - 11F + gl Hlg + Nlglly - I11F + g7~ g,
assim,
1f =+ gl < (1Fllp + Nlglls) - I11F + glP~ o
Como .
q
I+l =1 | [ 05+ 1]
r
1|4
~ [ [ s+ gra?]
X
b
=f+4lz.
entao .
1f +9llp < (Lfllp +llgllp) - I1f + 9l
b
e, dividindo ambos os lados por || f + g||p , juntamente com o fato de
1 1
p-2= (1—> =p-=1
q q p
e consequentemente
If +glip
=5 = [If + glp,
1f + gllp
entao seque que
1f +gll, < [If1l, + lgll,
|
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Observacao 1 Vale a igualdade na desigualdade de Minkowsky se, e somente se,
(i) Quando p =1 entao f e g tém o mesmo sinal quase sempre;
(ii) Quando p > 1 existem A e B tais que AB # 0 e Af = Bg quase sempre.

Pois, |a + b| = |a| + |b| < a e b possuem o mesmo sinal quase sempre.

Teorema 2 (Ep (X, p), \|Hp> ¢ um espago vetorial normado com a norma dada por

T ( /. f\pdu)”.

(i) E claro que Hpr =0 se, e somente se, f =0.

I, =< /. IAflpdu>;
= < /. |A|p\f|pdu)’l’
= (/. \f|pdu)’1’

=AM, -

(iii) Desigualdade Triangular: Seque diretamente da Desigualdade de Minkowsky. |

Demonstracao:

(ii) Notemos que

Definicao 3 Suponhamos que (X, A, ) seja um espago de medida e que LP (X, pu), com
p € (1,00). Sobre (X, A, (1) temos a norma

1, = ( /. Iflpdu>p < o,

dp (f.9)=1lf =9l

Definamos entao

onde f,g € LP (X, ).

Teorema 3 (L (X, p),d,) é um espaco métrico completo.

Demonstragdao: Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em LP(X, ). Tomemos a subsequéncia
{fn,} de {fn}, comny >mng2 > ..., tal que

00
Z |’fnj+1 - fTLjHP <L
j=1

Basta aplicarmos a defini¢ao de sequéncia de Cauchy, com & = ok para k =1,2,... Definamos

9k = ’fnl’ + ’fnz - f77»1| Rt ’fnk+1 - fnm‘

para k =1,2,... Notemos que g, é mensurdvel, e mais,

ngOa
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para k =1,2,..., dat
9k < Gk+1,

para k = 1,2, ... Portanto, gi(x) é convergente e, dai, defina

g(z) = lim gx(x).

k—o00

Afirmagao: g € L,(X, p).
Com efeito, como cada g, € mensurdvel, temos que g € mensurdvel. Além disso,

/ gPdp = / lim gydu,
X Xk‘—>oo

dai, pelo Teorema de Beppo-Levi, seque que

/gpd,u: lim / grdp.
X k—o0 X

Mas,
1
P p
(/ gkdu> = [lgkllp
X
< an1||p + anz - fanP ot ank-‘rl - fnka
S an1”17+ 1
< 00.
Assim,

/ @Pdu < T ([ follp + 1)
X k—oo

< fnallp +1
< 0.

Por um teorema temos que gP € finita quase sempre. Logo, g € finita quase sempre, ou seja,

| Faal + D [ Faner = S

k=1

€ finita quase sempre. Dai,

’fm’ + Z ‘fnk+1 - fnk‘

k=1
converge quase sempre e, portanto,

fm + Z(fnk+1 - fnk)

k=1

converge quase sempre. Logo, a sequéncia {fnkﬂ(x)} converge quase sempre.
Agora, definamos
f(x) = lim fnk+1 (1')7
k—o00
quase sempre.

Fizemos € > 0 e tomemos um indice k suficientemente grande de forma que, se m,n > ny,
entao

[ fm — anp <¢g,
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assim,
||fnk: - anp <g,
paran > ng e k > K. Usando o Lema de Fatou, seque, para n > ng, que
Jur=galdu = [ Jim ot 4, — £l d
X X k—o0
= lim inf/ | fre — fnlP du
k—o00 X
— 1. . f _ p
lim inf | £, ~ ful
< lim inf P
k—o0
= eP.
Logo,
||f - fn“p S &,
para todo n > k.
[ |

Teorema 4 Suponhamos que p € [1,00) e que € > 0. Se f € LP (X, ) entao existe uma fungao
simples 1) tal que

Wl<f e If-vl,<e

Demonstracgao:

1° caso: f > 0.

Usando o Teorema 3 podemos afirmar que existe uma sequéncia {1} de fungoes simples

tais que 0 < ¥, < f e

lim ¥, () = f (z)

dai
[thn = fI <27 ([9on]? + | fIP)
S 22(|fP+1f1P)
= 24| fp
logo

Wn — fI < 2P FIP

Assim, com a Equacao 1 juntamente com a Desigualdade 2, concluimos que
lim |4, — f|P = 0.
n—oo
e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada seque que
N R T Ty
= / Odu
X

=0,

ou seja,
lim |4, — |5 = 0.
n—o0

Portanto, dado € > 0 existe ¥ simples tal que

If =l <e
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2° caso: f € qualquer.
Como f=ft—f~, onde f- >0 e f~ >0, podemos usar o caso anterior e afirmar que
existem funcdes simples ¢ e 1 tais que

O<p<ff e 0<yp<fo
e, assim,
p—= 9
Como ¢ e sao fungoes simples, entao ¢ — ¥ também €. Além disso,

lp =l <o+ ¢

I =ell,<5 e Il -vl, <3

< fr+f
= |fl,
ou seja,
o =l <[ f],
e mais,

g E_
<§+§—E.

Logo, existe uma funcdo simples ¢ — 1 tal que

lo—vl<f e Nf-(e—9)l,<e

Teorema 5 Suponhamos que (X, .4, 1) seja finito, isto é, que p (X) < co. Entao
(i) Se 1 <p < q<oo,entao LI(X,u) C LP (X, p).

(ii) Se f € L™ (X, ), entao
[l = Tim [[f],-
p—r00

Demonstracao: Temos dois casos a considerar:
1° caso: q = 0.
Queremos provar que L (X, pu) C LP (X, pn). Seja f € L (X, pn). Temos que

Ifl < Ifll quase sempre.

daf,
£1P < IFIZ, quase sempre

e, por uma proposicao, temos que

[ s [ i n

logo,
/X P < [[FI7 1 (X) < oo,

assim,

S =

11l < W fllog 1 (X7,
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ou seja,
fCLl (X, p).

Portanto,
L2(X,p) C LY (X, ).
2° caso: g < o0. Assim, 1 < p < q < .
Seja f C L1(X, 1), tomemos \ = KBS 1, pois q > p. Podemos escolher B de forma que
p

+1=1,

™| =
> =

dat, usando a Desigualdade de Holder, obtemos

Lo < (famra)” ([ va)”
=:<(Ayﬂqmolm>p«u@¥»“ﬁ

= (I171,)" - ()7

Portanto,
1L, < Il - (n(X))PP.

Assim, se [ € L1(X,pn), entao ||f|, < oo, e, com isso,
L9(X, p) C LY (X, ).

Exemplo 1 Se p € [1,+00) entao o conjunto das fun¢oes mensuraveis limitadas é denso em
L(X, p).

Com efeito, dada f € LT(X,u) e fizado € > 0, por um teorema, existe uma fungdo simples v
tal que

wl<f e lIf-¢l,<e

e, como toda funcgdao simples é L1(X, p), o resultado seque.
Com isso, mostramos que o conjunto das fungoes mensurdveis limitadas é denso em LP (X, ).
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