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Resumo: O objetivo central deste trabalho € o estudo do problema da equacdo das ondas, pri-
meiramente como uma motivacao fisica e posteriormente com uma andlise mais cautelosa da
questao, enfatizando aspectos matemdticos da fisica tedrica, e, desta forma, enriquecendo-a com
mator Tigor matemdtico, clareza de raciocinio e limpeza de argumentos e premissas. Tal si-
tuacdo nos conduz a um problema em que o valor da solucdo em uma varidvel espacial ou de
suas derivadas € especificado na fronteira do conjunto. Para a resolucao desses problemas de
valores iniciais ou de fronteira, serd utilizado o método de Fourier, que consiste em duas etapas.
Na primeira, utiliza-se a separacdo de varidveis, para que com isso adquiramos problemas de
autovalor para equacdes diferenciais ordindrias que estao relacionadas com as equacdes diferen-
ciais parciais em estudo. Nessa etapa, obtém-se uma gama de solugdes da equacdo diferencial
parcial que satisfaz parte das condicdes de fronteira. A sequnda etapa, chamada de Andlise de
Fourier, possut como ideia principal utilizar a solu¢do do problema como wma série cujos termos
sao produtos dessas solucoes por coeficientes adequadamente escolhidos.
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Vibragoes forcadas, Séries de Fourier.

Abstract: The main aim of this work is to study the problem of wave equation, first as a
physical motivation and then with a careful analysis of the problem, emphasizing mathematical
aspects of theoretical physics, enriching it with greater mathematical rigor, clarity of thought and
cleaning of arguments and assumptions. This situation leads us to a problem in which value of
a spatial variable or its derivative is specified by boundary conditions. In order to obtain solu-
tions to these initial problems or boundary values, the Fourier resolution method is used, which
consists in two steps. The first uses the separation of variables so that it can obtain eigenvalue
problems for ordinary differential equations which are closely related to partial differential equa-
tions under study. On this step, we obtain a range of solutions of partial differential equation
that satisfies part of the boundary conditions. The second step, called Fourier analysis, which
main idea is using the solution of the problem as a series whose terms are products of these
solutions by appropriately chosen coefficients.
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Introducao: Modelagem da Equacao das Ondas

Considere uma corda elastica com dimensoes pequenas em relagdo ao seu comprimento e
presa em suas extremidades. Para o instante t = 0 a corda estd completamente em repouso,
estendida entre dois ponto fixos 0 e ¢. A partir desse instante, por algum estimulo externo, a
corda passa a oscilar. Para simplificar, iremos supor que a corda permaneca sempre no plano
zy. Devido ao seu movimento, a corda fica sujeita a uma tensao de restauracao J. Essa
tensao aparece como uma forca tangente a corda, possuindo uma componente horizontal h e
uma vertical ¥, tal que: J = ¥+ h. Em um dado instante ¢ e em um ponto x, a amplitude
da oscilacdo da corda é dada por y(x,t) e o angulo alfa entre a tangente e a horizontal é
tana = |7]/|h| = v(z,t)/h(z,t) = dy/dz (MAIA, 2000). Denotaremos a derivada parcial de y
em relagdo z por y,, logo podemos escrever v(z,t) = hy,.

Considere um elemento infinitesimal da corda de comprimento Ac. Supondo que os desloca-
mentos infinitesimais sdo muito menores que a extensao da corda, y(z,t) < ¢, uma varia¢ao no
comprimento da corda serd proporcional a uma variacao no eixo x. Sendo p a densidade linear
da corda, entdo a massa do elemento serd pAc ~ pAzx. (MAIA, 2000) Aplicando a segunda lei
de Newton, obtemos:

pAzy = F(z,t) = U(z + Az, t) — (. t), (1)

sendo desprezada qualquer forca externa. ﬁ(x,t) representa a forca resultante das tensoes no
elemento e ¥ o vetor aceleracao que possui a mesma diregao e sentido que F (z,t). Da hipétese
que h da tensdo é constante, o movimento de oscilacao da corda ocorre somente na direcao
vertical. Isso significa que 7 terd direcdo vertical e serd igual a 0%y/0x%. Comparando as
componentes verticais, temos

pAzyy = v(x + Az, at) — v(z,t) = hyz(x + Az, t) — hyy(z,t). (2)

Ou seja,

h (yx(ac+A:r,t) —yz(fc,t))
Yt = —
P Az

Tomando o limite para quando Az — 0, pela defini¢ao de derivada, obtemos

Yer(2,t) = a*Yaa(z, 1) 3)

sendo h/p = a®? > 0. Esta equacdo é uma equacio diferencial linear, de segunda ordem, com
derivadas parciais e descreve as oscilagoes da corda eldstica para as condi¢oes adotadas. Como
por hipétese, quando em posicao de repouso, a corda esta com as extremidades fixas, temos duas
condigoes bésicas

y(0,t) =0, yle,t)=0

Adicionaremos também uma velocidade inicial, obtendo o problema de contorno

Yt = a* Yz

y(0,t) =0

y(ce,t) =0 )
ye(x,0) = g(z)

onde g(z) é uma funcdo dada.
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Resolucao da Equacao das Ondas por Séries de Fourier

O método de separacao de variaveis e a teoria das séries de Fourier sao utilizados para
resolver o problema de contorno da corda vibrante com extremidades fixas:

Yt = agyxx, em §R,
y(0,t) = y(c,t) =0, para t=>0, (5)
y(z,0) = f(z), wy(x,0)=g(x), para 0<z<ec

Onde fora designado por R a semifaixa {(z,t) € R?: 0 < z < ¢} e supomos a constante. Ini-
cialmente, iremos usar a separacao das varidveis para determinar as fungoes y(x,t) = F(z)G(t)
que satisfacam a equagao das ondas e as condigoes de fronteira, e usar essas fungoes para com-
por uma funcao que satisfaca também as condigoes iniciais. Substituindo na equagao das ondas
temos I o

F G’ (6)
Podemos observar em (6) que o lado esquerdo depende somente de z, e o lado direito somente
de t. Implicando em um parametro o (independente de x e de t), o qual é determinado de modo
que satisfaca as condigbes de fronteira por y(z,t) = F(z)G(t) (FIGUEIREDO, 1977). Logo, de
(6), temos:

F' — gF =0, (7)
G" = 0d’G. (8)

As condicoes de fronteira implicam F(0) = F(c¢) = 0, pois de outro modo, G(¢t) =0,V t.
Para essas condigoes, acarretaria y(z,t) = 0, para todo x e t, o que nao interessa. Dessa forma,
chegamos ao seguinte problema de autovalores: determinar os valores o, para os quais o problema

F"—oF =0, 0<z<ec,
{ (9)

F(0)=F(c) =0,

tenha solugoes F'(x) # 0

Antes de seguirmos em frente, agora procedemos no sentido de analisar quais os valores de
o que conduzem a solugoes F'(z) do problema dado em (9). Nao estamos interessados em obter
y = 0, portanto queremos apenas solucoes F' nao identicamente nula. H& trés possibilidades
para o (BUTKOV, 1968), conforme segue.

i) Para o > 0,a solugdo geral de (9) é

F(z) = k1eV7® + kge V7,
Portanto, o par (k1, k2) de constantes deverd ser solucao do sistema

ki +ko=0
kle\/gc + I{ZQG_‘/EC =0.

A tnica solucao desse sistema é k1 = ko = 0. Implicando F' = 0, o que nao interessa.
ii) Se 0 = 0, a solugao de (9) é da forma

F(z) = kiz + ke,
e, para satisfazer as condicGes, devemos ter
ko=0 e kic+ k=0,

implicando k; = k2 = 0 e, portanto, F' = 0.
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iii) Se o < 0, fazemos o = —\?, e a solugdo geral de (9) serd da forma

F(z) = ky cos(Az) + kasen(Az).

Tal que, devemos ter
k1 =0 e kasen(Ac)=0.

Nao queremos k2 = 0, portanto sin(Ac) = 0, o que implica A\c = n7, onde n é um inteiro nao-nulo
(n =41,42,...). Os valores de —0 = \%:

(10)

sao denominados os valores préprios ou autovalores do problema dado em (9), e as fungoes

nww
F,(z) = sen (—) (11)
c
sao chamadas as fungoes proprias ou autofuncoes do problema dado em (9). Nao é necessario
considerar os valores negativos de \,,, pois assim conduziria apenas a uma autofuncao diferindo
apenas no sinal de outra obtida para um A, positivo.
Temos que, para cada o,, a solucao geral de (8) é

nmat nmat

Gn(t) = apcos + b, sen ,
c

onde a, e b, s@o constantes arbitrarias. Portanto, as funcoes

nwx nmat nwT nmat
yn(z,t) = apsen—-—cos + b,sen——sen
c c

- (12

satisfazem as condigoes de fronteira e sao solugoes para a equagao da onda. Prosseguindo com
o método de Fourier, o proximo passo é a determinagao das constantes a,, e b,, de forma que a
solucdo y(z,t) do problema de valor inicial e de fronteira (5) seja

o0
nwx nmat nwT nmat
y(z,t) = Z (ansencos + bpsen——sen ) (13)
c c c c
n=1
Implicando, primeiramente, que
o0
nwx
_ 14
f(z) Zansen . (14)
n=1
e, para que isso ocorra, é necessario que
2 [€ nwx
an = / f(z)sen—dx (15)
cJo C

Derivando a série (13) termo a termo, podemos determinar os b,, de modo formal. Utilizando-se
entao, da segunda condicao inicial

(0.9}
nwa nmwx
g(x) = Z ?bnsenT (16)
n=1
Logo,
2 C
@bn = / g(x)sen—zda:
c cJo
de onde obtemos 5 .
b, = —— g(:v)sen@dx (17)
nwa Jo c
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E importante salientar que nenhuma hipétese fora feita sobre f e g. O método utilizado foi
elegante, porém incauto em relagao ao rigor. Prosseguiremos nesta secao colocando e demons-
trando as seguintes questoes:

i) a série (13) converge?;

ii) (13) é definida como uma fungio continua em R?;

iii) define ela uma funcio de classe C? em R, que seja solucio do problema de valor inicial e de
fronteira?;

iv) quais as condigoes sobre f para ocorrer (14)?

v) quais as condigoes sobre g para que (16) ocorra?

Teorema 1 Supondo f e g funcoes dadas em [0, ] tais que f, f', ", g, ¢, sejam continuas e

" e g” sao seccionalmente continuas. Iremos supor também que f(0) = f(c) = f"(0) = f"(c) =
9(0) = g(c¢) = 0. A vista disso: i) an € by estio bem definidas por (15) e (17), respectivamente;
i1) as igualdades (14) e (16) ocorrem;

iii) (13) define uma funcdo continua em R e de classe C* em R, satisfazendo a equagio das
ondas.

Demonstragao

i) é consequéncia direta do fato de f e g serem continuas em [0, ¢|, implicando que as integrais
em (15) e (17) existem. A parte 7i) deriva das hipSteses de f e g serem de classe C! em [0, ]
e de que f(0) = f(c) = ¢g(0) = g(c) = 0. Assim, f e g podem ser estendidas continuamente a
toda a reta de modo a serem impares e periddicas de periodo 2¢c. Antes de seguirmos em frente
com as demonstragoes, introduziremos o Teorema de Fourier.

Teorema 2 TEOREMA DE FOURIER. Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente dife-
rencidvel e de periodo 2c. Entao a série de Fourier da funcdo f dada, converge em cada ponto
x para

1 1 > nmwx nmwx
§[f(x +0)+ f(x—0)] = 200 + ; (ancosT + bnsenT>

Demonstracao

[oe)

Para provar que (13) define uma funcio continua em R, basta mostrar que a série Z(\an\ + b, ])
n=1

converge, pois estd é uma majorante da série (13). Sendo assim, a integragao por partes, trés

vezes, e as hipdteses f(0) = f(¢) = f”(0) = f"(¢) = 0 nos dao

2cz ¢, nmwx
n = —-—33 /0 f (m)cos?dx. (18)
Analogamente,
nmwa 2¢ (¢, nmwx

De (18) e (19) segue
k K

onde k e k' sao constantes. Dessa forma, as séries Z(\an\ +|by]) € Z(n|an| +nlby|) convergem,

mostrando que y é continua em R e de classe C'' em R. Foi mostrado, também, que as derivadas
primeiras de y podem ser obtidas derivando-se (13) termo a termo:

0 > nTt  nwxr  nwat nmw nwT nmat
W _ ( > , (20)

Qy,—— COS——COS + b, —cos——sen
ox ‘ c c c c c c
n—=
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G, = t t
9y _ Z _anmrasennmc Senmra n bnmmsenmrxcosnwa (21)
ot = c c c c c c
De (18) e (19), obtemos
k” k,//

sendo ¢, e d,, denominados coeficientes de Fourier de "’ e g”, respectivamente. Logo, utilizando
a desigualdade ab < 1(a” + b?) em (22), tem-se

/1

k 1 K" (1
wlonl < 5 (a1l ). nloal <5 (g +1daP)
[e.@]

) ) k”—i—kjm oo 1 0 ) o0 )
Z(n |an| + 17 |bp|) < 9 Zﬁ""Z’Cn’ +Z’dn‘ (23)
n=1 n=1

n=1 n=1
Em virtude da Desigualdade Bessel, as duas ultimas séries em (23) convergem. Logo, a con-
vergéncia do primeiro membro de (23), implica que y seja de classe C? em R e as derivadas
segundas de y podem ser obtidas derivando (20) e (21), termo a termo. A vista disso, verificar-
se-4, que y satisfaz a equacgdo da onda. C.Q.D.

Aplicacao: Corda Vibrante

Energia da corda vibrante

Seja y(z,t) uma solucao da equagao
p(@)yse = Tyu + ha(z,t,y) (24)

onde fora designado por hi(x,t,y) a densidade linear de forgas externas ao longo da corda.
Adicionaremos a hipétese de que 7(t) = t seja independente do tempo. Fazendo a suposicao
de que y satisfaca & equacdo da onda em , e seja uma funcio de classe C' em R, sendo R a
aderéncia, e de classe C? em ®. Multiplicando (24) por y; e integrando com relacdo a x entre 0
e ¢, temos

/p(x)yttytda::/ Tyttytdx—I—/ hi(x,t,y)dx. (25)
0 0 0

Atentando-se ao fato de que yuy: = %(yt?)t e realizando integragao por partes na segunda integral
de (25), tem-se

1d [

C C
=0 p(ﬂ:)y?dwzwzytlﬁ—/ Tyxytxd$+/ hi(z,t,y)yrdx
2 dt 0 0 o

que pode ser reescrito da seguinte forma

d 1 (e 1 [e
— / p(x)yfdwr/ Tysds —Tymyt!8+/h1(x,t,y)ytdm- (26)
dt |2 J, 2 Jo

A expressao dada pela equagao (26) é chamada equagdo da energia. A relagao abaixo

1 (&
K() =3 | sy (21)
é a energia cinética da corda e
1 C
Vt) = / Tyldx (28)
2 Jo
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representa a energia potencial da corda e E(t) = K(t)+V (t) é a energia total da corda. Supondo
que y seja solugao de (5); nesse caso, hy = 0 e y(0,t) = y¢(c,t) = 0. Desse modo, (26) reduz-se

i |3 [ plowide+ g [ mias] (20)

implicando que a energia F(t) seja constante no tempo (FIGUEIREDO, 1977). Portanto, sem
a acao de forcas externas, tem-se o principio da conservagao da energia para o fenémeno de
vibragao da corda com extremidades fixas. Quando isso ocorre, diz-se que o sistema é conser-
vativo (NUSSENZVEIG, 1996). Para o caso de vibragao da corda, sem agao de forgas externas,
com condigoes de fronteira semelhante, pode-se tirar igual conclusao. A energia inicial de corda
vibrante é

E0) = ;/OC p(x)g(x)?dr + % /Oc 7f'(x)%dz, (30)

e o principio de conservagao de energia nas condi¢oes dadas em (5) diz que essa energia é mantida.

Teorema 3 A solucdo do problema de valor inicial e de fronteira, caso exista, € Unica

p(2)y = TYpe + k1(t,z), em R
y(0,2) = ha(t), y(e,t) = ho(t), t>0 (31)
y(z,0) = f(z), ye(z,0)=g(x), O0<z<ec

Demonstragao:

Suponha que (31) tenha duas solucdes y; e yo, de classe C? em R e continua em R. A vista
disso, as seguintes relacoes de compatibilidade entre os dados iniciais e os de fronteira serao:
h1(0) = f(0), ha(0) = g(c). A fungdo y = y1 — y2 é de classe C? em R, continua em R e satisfaz
ao seguinte problema de valor incial e de fronteira:

P(T)Ytt = TYwas
y(07 t) = y(ca t) =0, (32)
y(z,0) = y(z,0) =0

A energia incial E(0) é 0. Entao, de (29), conclui-se

1 [e 1 [e
/ p(z)yidx + / Tysde =0,
2 Jo 2 Jo

implicando y¢(z,t) = y.(x,t) = 0, constante, para (z,t) em R. Utilizando-se da continuidade
de y em R, e as condigdes iniciais, podemos concluir que y = 0 em R, ou seja, y; = y2. Tem-se
assim, a unicidade de solugao para (31). C.Q.D.

Vibragoes forcadas

Estudaremos agora o problema de vibracao de uma corda com extremidades fixas e sujeita
a forgas externas. O deslocamento y(z,t) é a solugdo para o problema de valor inicial e de
fronteira:
Yie = GQZ/:E:E +g(z,t), em R,
y(0,t) =y(c,t) =0, para t>0,
y(z,0) = fo(x), para 0<z<c,
yi(x,0) = fi(x), para 0<z<c,

(33)

Procederemos informalmente, como feito anteriormente, para descobrir um candidato a
solucao na forma

Sigmae, Alfenas, v.3, n.3, p. 1-12. 2015.



ISSN: 2317-0840 Quintino e Monteiro (2015) 8

Z an(t sen@, (34)

com coeficientes ¢, (t) a determinar. Para cada t, iremos supor que a fungao g(z,t) possa ser
escrita como uma série de Fourier

[e.e]
nwT
g(x,t) = Zgn(t)sen? (35)
n=1
Utilizando-se da derivagao termo a termo, obtemos
> nTT n?m? nmT
a, sen— = —a® Z ansen p + Zgn sen—
n=1
Segue-se entdo, que
" n27r2a2
ap, 2 = 0n (t)a
c
ou seja,
a, + (27Twn)2an =gn, V t>0 (36)

onde w, = na/2c é a frequéncia do n-ésimo harmonico da corda livre, conforme veremos na
préxima sec¢ao. Usando as condigoes iniciais de (33), pode-se concluir que

[e.9]

=3 an0pen, (37)

[e.9]

Z a, (0 sen@ (38)

portanto, devemos ter

/ fosen—dx (39)

2 C
= / flsenmdl‘ (40)
¢ Jo

Logo, ¢, (t) serd solugao de um problema de valor inicial para a equacao dada em (36), (39) e
(40). A solugao geral de (36) é da seguinte forma

an(t) = Kjcos2mwpt + Kosen2mwpt + an (t)

onde a,(t) é uma solugao particular de (36) e K e Ko sdo constantes arbitrarias que podem ser
encontradas de acordo com as condigdes iniciais, satisfazendo (39) e (40).

Omitiremos a discussao das hipdteses sobre a diferenciabilidade de g, fy e f1, para provar que
a série (34) converge e que define uma solugao (33), pois ja fora feito argumentos semelhantes
anteriormente.

Harmonicos, frequéncia, amplitude

Na resolucao de (5) pelo método de Fourier, encontramos fungoes

nrxr  nmwat nmT nmwat
y(z,t) = apsen——cos + bysen——sen
c c c c

que sao solugoes e satisfazem as condigoes de fronteira da  equacao
Y = a’Ype. Bssas funcdes representam ondas estaciondrias, pela razio de que para z, tal
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que nrx/c = km, isto é, x = ke/n, k = 0,1,2...n, tem-se sen(nmz/c) = 0. Entdo esses pon-
tos, e somente esses, permanecem parados se a vibracdao da corda dor descrita pela funcao y,,
correspondendo ao caso de vibragao com as extremidades da corda fixas e condigOes iniciais
y(x,0) = apsen(nrz/c) e y(x,0) = (nmwa/c)bysen(nmx/c). Esses pontos sdo denominados de
nos da onda estaciondria. Os pontos médios entre os nds consecutivos s&o os ventres ou antings.
O dobro da distancia entre dois nés é o comprimento de onda, dessa forma o comprimento de
onda da onda estaciondria y, é 2¢c/n (NUSSENZVEIG, 1996). A figura a seguir ilustra tais
conceitos.

v WV v \
N " il
\ o k!
4 / A
Vi N ;.-"N YN N
“-._ ik _"\__ /
\ FiE 4\ y,
b U e T . D
M2 N2 N4

Figura 1: Onda estacionaria

A funcao y, é também chamada de o n-ésimo harménico ou a n-ésima ténica. A primeira
tonica recebe a nomenclatura de tonica principal ou harmoénico fundamental, e as sucessoras sao
as supertonicas. Fazendo o, = /a2 + b2 e 0,, = arctg(a,/by), tem-se y,, da seguinte forma

yn(z,t) = apsen (m;at + 0n> senﬂcgj (41)
sendo # denominado fase. A corda possui uma configuracao descrita por uma senéide para cada
t fixo. Para valores de t tais que (nwat/c) + 0, = km, k = 0,1,2..., a corda passa pela posigao
de equilibrio, e nesses momentos a velocidade é méaxima. A velocidade serd nula para os valores
de t tais que sen[(nwat/c) + 6,] = 1, onde a corda tem seus desvios méximos da posi¢ao
de equilibrio. O movimento de cada ponto x da corda é regido pela lei senoidal de amplitude
asen(nmxz/c), perfodo T),(2¢/na) e frequéncia w, = T;' = (na/2c). A vista disso, todos os
elementos da corda oscilam com a mesma frequéncia de vibracao e constante de fase, ou seja,
tem a mesma dependéncia temporal, caracterizando-se como os modos normais de vibragao.
Entao

na
Wp = —
2c
e
nwTL
Qpsen——
c

recebem o nome de, respectivamente, frequéncia ou frequéncia natural e amplitude do n-ésimo
harmonico. Pode-se concluir também que as frequéncias das supertonicas sao multiplos da
frequéncia da tonica.

A energia do n-ésimo harmonico. Consideremos o n-ésimo harmonico y,,, de uma corda vibrante
com suas extremidades fixas. Da expressao (41), segue

0 t
%(x,t) = ann—?cos (mra + 0n> senﬂ,

c c
0 nmw nmat nwT
%(JU, t) = ap—sen ( + Hn) cos——.
t c c c
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Figura 2: Modos normais de vibragao nos quatro primeiros harmoénicos de uma corda fixa nos
extremos.

Usaremos as expressao (27) e (28) para calcularmos a energia de y,
1 [° n?n2a? nmx
E, = - z)o? cos®Bsen’ (—) dz
T G e e

1 [ n2m? nmw
+ 7(z)a? 2 sen?Bcos? ( . ) dzx,
0

onde 3, = nmac™'t + 6,,. Fazendo a suposicdo de que p e T sdo constantes, temos

n?m?
E, = 1 ai(pa%oﬁﬁn + TsenQBn)
c
fazendo ¢ = 7p~!, temos que

2,2

nem

E, = 1 pata? = Mr?a?w?, (42)
c

onde M = ¢p é a massa da corda, w, é q frequéncia do n-ésimo harmoénico e o, é a amplitude
maxima desse harmonico.

A energia da corda é a soma das energias dos vdrios harmonicos (FIGUEIREDO, 1977). A
energia E da corda é calculada por

=5 [ sole+ [ sl

Utilizando as expressoes (14) e (16) juntamente com as relacoes de ortogonalidade, tem-se

100 2,2 2 100 2,2

- n“ma® 5 c newe ¢
CRED AL NN S 1]
n=1 n=1
ou seja,
1 o= n2r?
E=50 g Vv
n=1

mostrando que

E:ZEn.

Entao, como foi mostrado, basta calcular a energia no instante ¢ = 0, uma vez que a corda
vibrante, com extremidades fixas, forma um sistema conservativo.
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Conclusao

A Fisica Matematica se estende a praticamente todas as areas da Fisica, se fazendo presente
nas atividades cuja principal finalidade é a compreensao dos conteudos fisicos de modelos e
teorias estudadas, gerando assim uma aproximacao maior da Matematica com a Fisica.

As Séries de Fourier permitem a representacao matematica de fungoes periddicas e é uma
ferramenta matematica essencial para a resolucao de problemas fisicos. A vista disso, se tornou
uma técnica muito poderosa com uma vasta aplicagao em todos os campos da ciéncia.

Tomando como base o Método de Fourier, resolvemos com éxito o problema que propusemos a
estudar, exibindo, de forma didatica, a utilidade das teorias matematicas aplicadas em problemas
fisicos, como e por que foram criadas. Tal andlise mostrou-se de grande valia para melhor
compreensao do estudo da equagao da onda, pois utilizamos um certo grau de rigor matematico
implicando diretamente na clareza de raciocinio, limpeza de premissas e argumentos.
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