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Resumo: O objetivo desse trabalho foi ajustar uma distribuicdo aos dados de IGPMis e estimar a
probabilidade deste indice assumir determinados valores que podem ser prejudiciais para pessoas fisicas,
juridicas e investidores que possuem compromissos ou ativos financeiros cuja remuneracao € atrelada ao
IGPM. Para escolher entre as distribuicoes normal, cauchy, logistica e LS t-Student foram analisados o
teste de Kolmogorov-Smirnov e o Critério de Informagao de Akaike (AIC). O modelo LS t Student com
parametros i1 =~ 7,29, 6 ~ 3,99 e v ~ 2,20 foi selecionado e com ele estimou-se as probabilidades de
interesse. Concluiu-se que o cendrio mais provdvel (p = 62%) envolvia um reajuste desse indice entre 0%
e 10% para os proximos 12 meses.

Palavras-chave: Assimetria; curtose; mdxima verossimilhancga.

Probabilistic modeling of the IGPM,, index

Abstract: The objective of this work was to adjust a distribution to the IGPMys data and estimate
the probability of this index assuming certain values that may be specific to individuals, legal entities and
investors who have commitments or financial investments whose investors are linked to the IGPM . To
choose between the normal, Cauchy, logistic and LS t-Student distributions, the Kolmogorov-Smirnov test
and the Akaike Information Criterion (AIC) were analyzed. The LS t Student model with parameters
L= 7.29, 6 ~3.99 and U =~ 2.20 was selected and with it the probabilities of interest were estimated. It is
concluded that the most likely scenario (p = 62%) involves an adjustment of this index between 0% and
10% for the next 12 months.

Keywords: Asymmetry; kurtosis; maximum likelihood.

Introducao

O Indice Geral de Precgos de Mercado, conhecido como IGPM, é um indicador economico
calculado e divulgado mensalmente pela Fundagao Getilio Vargas (FGV-IBRE, 2001). Sua
composicdao é uma média ponderada de trés indices inflaciondrios: 60% do IPA (indice de
Precos ao Produtor Amplo), 30% do IPC (indice de Precos ao Consumidor) e 10% do INCC
(fndice Nacional de Custo da Construgao). Essa ponderacao, realizada através de 3 diferentes
indices, reflete variacoes importantes da economia brasileira, o que torna o /GPM uma medida
de inflagdo mais abrangente e até mesmo mais real do que o ITPC' A. Por esse motivo tal indice
costuma ser utilizado para reajustar contratos de aluguel e receitas de empresas dos setores de
energia elétrica, saneamento, petréleo e gas, entre outros (De Souza, 2004).

Adicionalmente, o IGPM possui alta volatilidade (Mattos, 1986). Isso implica que os re-
tornos desse indice possuem variacOes significativas em torno da média, o que torna a proba-
bilidade de valores extremos ocorrerem razoavelmente alta. Nesse sentido, o presente trabalho
visa ajustar um modelo probabilistico aos dados de IGPM e estimar algumas probabilidades de
interesse, como por exemplo: P(DEFLACAO) = P(IGPM < 0%), P(0% < IGPM < 10%),
P(10% < IGPM < 20%) e P(IGPM > 20%).

Os resultados obtidos poderao ser utilizados, principalmente, para que pessoas fisicas (PF),
empresdrios (PJ) e até mesmo investidores especializados (stakeholders) possam ter uma ideia
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geral do quao provavel seria a ocorréncia de um reajuste extremo em seus contratos de alu-
guel /receitas, investimentos, dividas ou qualquer outro tipo de compromisso financeiro cuja
remuneracao esteja atrelada ou indexada ao IGPM.

Referencial tedrico

Coeficiente de assimetria

O terceiro momento em relagao a média, denotado por us, expressa-se como a expecta-
tiva da diferenca ciibica entre uma varidvel aleatéria X e sua média E(X), representado por
E[X — E(X)]*. Esse conceito ¢ frequentemente referido como medida de assimetria ou simples-
mente assimetria, conforme destacado por Mood et al. (1974). O valor do terceiro momento
oferece insights cruciais sobre a natureza e a configuracao da distribuicao de probabilidade dos
dados.

Em particular, uma distribuigdo simétrica exibe um terceiro momento (u3) igual a zero,
enquanto distribuigoes assimétricas podem revelar um terceiro momento distinto de zero. Mais
precisamente, uma distribuicdo com assimetria a esquerda é caracterizada por um terceiro mo-
mento negativo em relagdo a média, ao passo que uma distribuicdo assimétrica a direita é
marcada por um terceiro momento positivo em relagao a média. Uma métrica adimensional,
o coeficiente de assimetria v, = £%, é comumente utilizada para avaliar a assimetria de uma
distribuicao.

Um estimador para o coeficiente de assimetria (y;) é formulado como:

~3
A H 31 3 ~3 1 12
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Coeficiente de curtose

O quarto momento em relagao a média, representado por py4, desempenha um papel crucial
na expressao do grau de achatamento dos dados, ou em outras palavras, na ponderacao das
caudas de uma distribuicao. A prética padrao de normalizacio estabelece que a curtose de uma
distribuigao normal seja trés, e o achatamento excessivo seja zero. O coeficiente de curtose pode
Ser expresso como ys = % ou, de forma equivalente, vy3 = % — 3. Neste estudo, optamos pela
primeira opgao, que é a forma como o software livre R (R, 2023) estima esse coeficiente por
meio do pacote moments. Para interpretar o coeficiente de curtose, podemos concluir que uma

distribuicao pode ser classificada como:

i) Platicurtica (y2 < 3): Distribuigdo com caudas mais suaves e um pico mais achatado em
comparacao com a distribuicao normal;

ii) Mesocurtica (y2 = 3): Distribuicdo com caudas e pico semelhantes aos da distribuicao
normal;

iii) Leptocirtica (2 > 3): Distribuicdo com caudas mais pesadas e um pico mais alto e estreito
em comparagao com a distribuicdo normal.

Uma maneira para estimar o coeficiente de curtose é apresentada a seguir:

A ~4 R 1 n s . 1 n L
72:% no qual ,u4:fZ(Xi—X)4 e ot= fZ(Xi—X)Q

n n
i=1 i=1
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Distribuicao Normal

A distribuigdo normal (ou gaussiana) é a distribuicdo mais importante e também a mais
utilizada na estatistica. Muitos fené6menos naturais se associam a sua forma e diversos conceitos
tedricos sao elaborados a partir do seu conhecimento (por exemplo, o Teorema Central do
Limite). Sua fungao densidade de probabilidade, cuja forma é de sino, é definida a seguir:

flz) = ! efﬁ(lﬁ*l‘)i —00 < x < 00,
V2ro?
em que U e o? representam, respectivamente, a média (parametro de posigao) e a varidncia
(parametro de escala) da distribuicio. Destaca-se que quando u = 0 e 02 = 1 a distribuigdo
normal é conhecida como distribui¢do normal padrao [N(0,1)]. Logo, se X é uma varidvel
aleatéria continua com distribuicio Normal(u, 02), entdo:

EX)=p e V(X)=0o"

A funcdo suporte [¢(; 0%; )] do modelo normal é:

;0% x) = _n In(270?) — — Z(af;z — )2
2 ,

Os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros p e 0> do modelo normal
podem ser definidos analiticamente, sendo, respectivamente:

n

ol — A 1 —\2
u:n;Xi:X e O’Zzn;(XiX).

Distribuicao Cauchy
A fungao densidade de probabilidade da distribui¢ao Cauchy (ou de Lorentz) é definida como:

1 1 o
f(x):m[H(w;@ﬂ :w[(w—@)w]’ TesTE

em que # e o representam, respectivamente, os parametros de locacao e escala da distribuicao.
Uma particularidade desse modelo probabilistico é que a sua média e variancia nao sao definidas
(ou divergem).

EX)— o e V(X)— 0.

Destaca-se que a distribuigdo Cauchy padrao pode ser obtida a partir da razao entre duas
varidveis aleatérias independentes e com distribuicao normal padrao. Ou seja:

U~NO,1) e VaNO1) —> X:%NCmeM)

Adicionalmente, quando # = 0 e 0 = 1 a distribui¢ao Cauchy converge para uma distribuigao
t Student padrao, com apenas 1 grau de liberdade ou v = 1:

Cauchy(0,1) ~ t;.

A funcao suporte [¢(; 0%; x)] para a distribuicdo Cauchy é:
N2
1+<@ 9)]'
o
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No entanto, os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros 6 e o do modelo
Cauchy sao tradicionalmente obtidos via métodos numeéricos, utilizados para resolver o seguinte
sistema de equagoes:

0L(0;0;x S M —
(ae b =0 Z;l &2+ (2 —0)? 0
=
4G . 2 2(z;—6)2 n
Tort =0 X e 5 =

i=1
Distribuicao Logistica

Desenvolvida no inicio dos anos de 1800 pelo professor Pierre Frangois Verhulst, a distribuigao
logistica é continua e possui caudas mais pesadas do que a de uma distribuigdo normal (assim
como a distribuicao t-Student). Sua fungao de distribuicao acumulada [F(-)] é utilizada para o
desenvolvimento do classico modelo de regressao logistica. A funcdo densidade de probabilidade
desse modelo probabilistico é descrita a seguir:

fz) =

——, —00 <z <00,
o {1 —i—e_(TM)}

Com p e o representando, respectivamente, os parametros de locacao e escala dessa distri-
bui¢do. Adicionalmente:

E(Y)=p e V()=

3
A fungao suporte [¢(u; 0;x)] para a distribuigao logistica é:

Ti—

;o) = % *%in —nln(o) — QZln [1 +6_( Z"H)} :
i=1 i=1

J4 os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros y e o do modelo logistico
sao obtidos via métodos numéricos, utilizados para resolver o seguinte sistema de equagoes:

n
1 Li =
OL(p;052) 0 § [n —2 Z:1 HLl] -
ou - - —(@)
= n ;o com Li=e V7 /.
23 (wi—f)L;
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Distribuicao Location-Scale t-Student

A distribuigao ¢-Student padrao, ou apenas t-Student, é obtida a partir da seguinte relagao
entre duas varidveis aleatérias continuas (Z e V') e independentes:

X:TNtV, emque Z~N(0,1) e V ~x2.

v

A funcao densidade de probabilidade da distribuicao ¢-Student é dada por:

_regh g ey
f(x)—\/m(;)< +V) , —oo <z <00,
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com I'(u) = fooo t*~le~tdt, para u > 0. Tem-se ainda que:
v
EX)=0 e V(X)= 5 bara v> 2.
V —
Em algumas situacoes, no entanto, hd a necessidade de modelar determinado fenémeno
utilizando uma distribuicao ¢-Student que nao seja a padrao. Por isso o modelo Location-Scale
t-Student ou LS t-Student é empregado. Para sua definicao, admita a relagao estocastica:

Y =p+0X ~t,(un,0%), sendo X ~t,.
Logo, a funcao densidade de probabilidade da distribuicao LS ¢-Student é:

u+1)

_ F(VTH) 1 y— ¢ A —00 00
f(y)_mr(g) (HU{ o ]) ’ Sysee

sendo que:

v
v—2

EY)=p, para v>1 e V(Y)= < > o? para v >2.
A funcdo suporte [¢(u, 02, v;y)] para a distribuicdo LS ¢-Student é:

)

i) =min [ ()] - Gty i (5)] + S 14 (22

Naturalmente, os estimadores de méxima verossimilhanca para os parametros u, o e v do
modelo LS t—Student precisam ser obtidos via métodos numeéricos, resolvendo um complexo
sistema de equagoes que envolve as derivadas parciais de [¢(u, 02, v;y)] com relacdo a cada um
dos parametros. Maiores detalhes podem ser consultados em Lenth (1989). A Figura abaixo
ilustra curvas da distribuicdo LS ¢-Student para diferentes valores de u, 02 e v.

Teste de Kolmogorov Smirnov

Considere uma amostra aleatéria X, Xo,--- , X, com uma fungao de distribuicao empirica
denotada por F,(x), de tal forma que:

~ 1 &
i=1
no qual I(_, ;)(X;) é dado por:

1, se z<X;
0, se x>JX;

Em termos simples, o teste nao paramétrico de Kolmogorov-Smirnov (KS) (Conover, 1971)
¢ amplamente utilizado em analises estatisticas para verificar a adequacao de um modelo tedrico
aos dados observados ou para verificar se duas amostras sdo estatisticamente semelhantes. Ele
compara a funcdo de distribuigao acumulada empirica (F,(x)) da amostra com uma distribuigao
de referéncia tedrica (Fx(x)). As hip6teses do teste de KS sao definidas como:

HO : Fx(.ilf) = Fn($)
Hy : Fx(z) # F,(x)

Sigmae, Alfenas, v.13, n.2, p. 45-56, 2024.



Oliveira et al. (2024) 50

A estatistica do teste, D,,, é definida como:

D, = sup ‘Fn(.%') - FX(£)|7
x

em que D,, é o supremo ou o menor limite superior de todas as diferencas especificas resultantes
de |F,,(z) — Fx(x)|. Para obter mais detalhes sobre a distribui¢ao exata de D,, e, consequente-
mente, a férmula para calcular o valor p, consulte Marsaglia et al. (2003).

Critério de Informacao de Akaike

O Critério de Informacao de Akaike (AIC), proposto por Hirotugu Akaike (1974) em 1974,
¢ uma medida utilizada para selecionar um modelo estatistico entre um conjunto de modelos.
Ele oferece uma estimativa da qualidade relativa dos modelos estatisticos para um determinado
conjunto de dados.

A equagao do AIC é dada por:

o~

AIC = —21n L(8) + 2k,

-~

no qual L(0#) denota o valor da funcao de verossimilhanga ajustada do modelo, e k representa
o numero de parametros a serem estimados. Conforme discutido por Emiliano et al. (2014),
modelos com valores de AIC mais baixos sdo considerados preferiveis.

Metodologia

Os dados utilizados neste estudo sao valores histoéricos e atuais do indice IGP M, produzido
e divulgado mensalmente pela Fundagao Getilio Vargas (FGV). Mais especificamente, foram
obtidas 271 observacoes que compreendem o periodo de dezembro do ano 2000 até junho do ano
de 2023. O acesso a essas informacoes foi realizado através da plataforma gratuita denominada
como “Dados de mercado”, cujo link para consulta é: https://www.dadosdemercado.com.br.

A anélise inicial consistiu em entender o comportamento dos dados através de uma anélise
descritiva (célculo de medidas de posigao, de dispersao, de assimetria e de curtose). Além disso,
foi construido o histograma de probabilidade dos valores de IGPMjs. De acordo com essas
estatisticas e graficos iniciais foram identificados na literatura alguns modelos ou distribuigoes
de probabilidade que poderiam se adequar aos dados.

Os parametros dos modelos escolhidos foram estimados por méxima verossimilhanca (Miller,
2011) e para validar o ajuste dos dados a essas distribuigoes foi utilizado o teste de Kolmogorov-
Smirnov (KS), admitindo um nivel de significancia de 5%.

Dentre as distribuictes selecionadas, aquelas que se adequaram aos dados ou que foram
aprovadas pelo teste KS, a escolhida foi aquela que minimizou o Critério de Informacao de
Akaike (AIC).

O software livre R (R, 2023) foi utilizado para realizar as andlises estatisticas e a estimagao
dos pardmetros dos modelos. Os pacotes (fungoes) utilizados foram: moments (skewness, kur-
tosis), MASS (fitdistr) e fitdistrplus (fitdist).

Resultados e discussao

A Tabela 1 apresenta a estatistica descritiva dos valores de IGPMis.

Note que a distribuicao empirica ou dos dados parece ser positivamente assimétrica, uma vez
que Mox = 3,85 < Mdx = 7,55 < X = 8,63. Essa hipétese é corroborada pela estimativa do
coeficiente de assimetria, que foi superior a 0, ou seja, v; = 1,49 > 0. Nesse caso a moda amostral
seria um estimador mais recomendado para resumir os dados, sendo que o seu valor indica que no
Brasil, historicamente, o IG'P M, mais recorrente ou representativo estaria préximo de 3,85%.

Sigmae, Alfenas, v.13, n.2, p. 45-56, 2024.


https://www.dadosdemercado.com.br

Oliveira et al. (2024) o1

Tabela 1: Estatistica descritiva dos valores de I1GP M.

Estatisticas Estimador Estimativas
Minimo X —-7,71
Média X 8,63
Mediana Mdx 7,55
Moda Mox 3,85
Maximo X(n) 37,06
Variancia ng 56,29
Desvio-padrao Sx 7,50
Coeficiente de variacao CVx 86,92
Coeficiente de assimetria Y1 1,49
Coeficiente de curtose Yo 5,91

Fonte: Dos autores.

E possivel observar que a distribuicao dos dados é leptocirtica, com caudas mais densas
ou mais pesadas do que a de uma distribuicao normal padrao, ja que vo = 5,91 > 3. Logo,
a probabilidade de valores tdo ou mais extremos de IGPM;is ocorrerem ¢ maior do que a
probabilidade que seria obtida se os dados originais tivessem sido gerados de uma distribuigao
normal padrao.
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Figura 1: Histograma dos dados e curva de densidade de uma N (0,1).
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Fonte: Dos autores.

Observe que embora a distribuigao do IG P M;9 seja positivamente assimétrica [y, = 1,49 > 0],
o fato dessa varidvel poder assumir valores negativos, por exemploX ) = —7,7 1%, inviabiliza
a utilizacao de algumas distribuigoes que seriam mais apropriadas para essa modelagem, como
a Gama, a log-normal e a Weibull. Nesse sentido, foram escolhidas outras quatro distribuigoes
continuas de probabilidade na tentativa de modelar os dados de forma satisfatéria. Mais es-
pecificamente, as distribui¢oes foram: Normal, Cauchy, Logistica e a LS t Student . A tabela
abaixo ilustra as estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros dessas distribuigoes,
bem como os seus respectivos erros padrao.

Posteriormente, o teste de Kolmogorov-Smirnov foi utilizado para avaliar se os dados amos-
trais se ajustavam adequadamente as distribuicoes estimadas. A Tabela a seguir ilustra o valor
p para o teste KS e também o resultado do Critério de Informagao de Akaike (AIC) para cada
uma dessas distribuicoes.

Como observado, a 5% de significancia, apenas a distribuicao logistica e LS ¢-Student se
ajustaram adequadamente aos dados segundo o teste KS. A distribuicdo LS ¢-Student obteve o
menor valor de AIC (AIC = 1797) e por isso foi selecionada. Como complemento, a Figura 2
ilustra os gréficos da suporte do modelo LS ¢-Student ajustado (em cada grafico é fixada a
estimativa de um dos parametros), indicando que a combinagao de estimativas que produz o seu
valor méaximo, ¢(fi;0;7;y) ~ —896, sdo os valores de 1 = 7,29 ¢ 6 ~ 3,99 e I = 2, 20.
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Tabela 2: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros com seus respectivos erros
padrao.

Estimativas de méxima verossimilhanga

(Erro padrao da estimativa)

Normal Logistica Cauchy LS t - Student
[~ 8,63 A~T,73 0~ 7,28 [~ 7,29
(0,454) (0,376) (0,292) (0,309)
o ~7,49 6 =~ 3,69 b~ 3,09 b~ 3,99
(0,321) (0,194) (0,244) (0,328)
_ - - U220
- - - (0,355)

Fonte: Dos autores.

Tabela 3: Valor p para o teste KS e resultado do Critério de Informacao de Akaike

Valor p - Teste KS
Valor de AIC

Normal Logistica Cauchy LS t - Student
p~ 0% p = T7% p =~ 0% p~37%
AIC ~ 1871 AIC ~ 1827 AIC ~ 1826 AIC ~ 1797

Fonte: Dos autores.

Ja a Figura 3 apresenta o histograma de probabilidades dos dados e, sobreposto a este, a
curva da distribuicao LS ¢-Student ajustada, isto é, com os pardmetros estimados i =~ 7,29 e
6~3,9er~220.

Por fim, com a distribui¢ao LS ¢ — Student(ji ~ 7,29; 6 ~ 3,99; 0 =~ 2,20) ajustada aos dados
histéricos de IGPM;s, estimou-se as seguintes probabilidades:

Tabela 4: Probabilidades estimadas

Probabilidades estimadas
P(IGPMy < 0%) =~ 10%
P(0% < IGPMi2 < 10%) =~ 62%
P(10% < IGPMs < 20%) =~ 24%
P(IGPMy > 20%) ~ 4%

Fonte: Dos autores.

Os resultados demonstram que os contratos de locacao, de receitas e de dividas, cuja remu-
neragao estd indexada ao IGPM, possuem alta probabilidade (p ~ 62%) de sofrerem reajustes
entre 0% e 10%. Adicionalmente, é razoavel ou nao desprezivel a probabilidade (p ~ 24%) de
que em 12 meses esses reajustes possam ser de algo entre 10% e 20%. Ja reajustes superiores
a 20% possuem baixa probabilidade (p ~ 4%) e estdo associados a eventos que normalmente
ocorrem em situagoes extremas, como foi o caso da pandemia da Covid-19.
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Figura 2: Fungao suporte ajustada do modelo t-Student(fi ~ 7,29, 6 ~ 3,99 e ¥ = 2,20).
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Fonte: Dos autores.

Vale ainda destacar que existe uma probabilidade de 10% de que, no acumulado de 12
meses, o IGPM possa assumir valores negativos. Esse percentual reflete a probabilidade do
pais apresentar deflagao, que seria a reducao de precos em diversos produtos e servicos ofertados
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Figura 3: Histograma da distribuicao ¢ - Student, sobre os dados de IGPMjs.
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Fonte: Dos autores.

(Freitas e Cintra, 2008). Além disso, é importante ter em mente que os contratos financeiros
reajustados pelo IGPM deveriam sofrem redugoes nos valores quando o acumulado desse indice
fica negativo. Porém, o que se verifica na pratica é que proprietarios e credores, equivocadamente,
apenas nao alteram o valor da remuneracao nessas situagoes.

Conclusao

A probabilidade de ocorrer deflacio P(IGPM; < 0%) = P(DEFLACAO) = 9,87%. O mais
provavel é que, para os préximos 12 meses, os reajustes contratuais sejam de magnitude entre
0% e 10% do valor corrente. Existe ainda uma probabilidade razodvel de que esses acréscimos
fiquem entre 10% e 20%, bem como uma chance minima que eles excedam 20%.
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