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Transformacao de dados sob normalidade e heterocedasticidade: Um estudo
de simulacao
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Resumo: A Analise de Variancia (ANOVA) é uma das técnicas de inferéncia estatistica mais utilizadas nas ciéncias
bioldgicas, ecoldgicas e agricolas e depende significativamente da pressuposicdo de variancias homogéneas ao
longo dos tratamentos. Pouco é conhecido sobre as propriedades do teste F com diferentes transformagGes sob
normalidade e heterocedasticidade. Por isso, este estudo tem o objetivo de avaliar o impacto da transformacéo no
poder e no nivel de significancia do teste F sob heterocedasticidade. Para isso, um estudo de simulacéo foi realizado
utilizando 5 transformac6es e um controle (auséncia de transformacéo), 3 niveis de desigualdade de variancias, 7
repeticdes e 10.000 dados simulados. As proporcdes de médias 5-5-5 e 5-5-6 foram utilizadas para avaliar o nivel
de significancia e o poder do teste, respectivamente. O teste de Bartlett foi realizado em cada dado simulado visando
definir o Indice de Capacidade de Homogeneizacdo (ICH) para cada transformac&o. Os resultados foram
analisados usando o teste F da ANOVA ao nivel de 5% de probabilidade e as médias foram comparadas pelo teste
de Tukey, ap6s a verificacdo das pressuposicdes. A transformagdo de dados ndo aumenta o poder do teste, ndo
mantém o nivel de significancia e reduz o HCI para todos os niveis de heterocedasticidade. Uma vez que o ICH se
mantém em torno de 40% apds a aplicacdo das transformacdes, € possivel obter resultados positivos em testes de
pressuposicOes apesar da reducdo na qualidade do teste. O uso de transformacdes para lidar com a
heterocedasticidade para dados normais ndo é uma estratégia efetiva e testes robustos devem ser utilizados.
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Data transformation under normality and heteroscedasticity: A simulation
study

Abstract: Analysis of Variance (ANOVA) is one of the most used inferential techniques in biological, ecological
and agricultural sciences and it depends heavily on the assumption of equal variances along the treatments. Little
is known about the properties of the F-test with different transformations under normality and heteroscedasticity.
Therefore, this study aims to evaluate the impact of transformation on the power and significance level of F-test
under heteroscedasticity. To do that, a simulation study was carried out using 6 transformations, 3 levels of non-
constant variances, 7 repetitions and 10.000 simulated data sets. The mean proportions 5-5-5 and 5-5-6 were used
to assess the significance level and power, respectively. Bartlett test was carried out on each simulated data set in
order to define the Homogenization Capacity Index (HCI) to each transformation. The results were analyzed using
ANOVA F-test at the level of 0.05 of the significance and compared using Tukey test after evaluating the
presuppositions. Data transformation does not improve the power, significance level or the HCI at any level of
heteroscedasticity. Since HCI stays around 40% after transformation, it's possible to have positive results in
assumptions tests in spite of the quality of the test. The use of data transformation to handle heteroscedasticity in
normal data is not an effective strategy and robust tests should be used.
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Introducéao

A Anadlise de Variancia (ANOVA) é uma das técnicas de inferéncia estatistica mais utilizadas nas
ciéncias agrarias, bioldgicas e ecoldgicas (Kozak, 2009). Para produzir resultados adequados, dois
pressupostos devem ser satisfeitos: normalidade dos residuos e homocedasticidade. Em contextos praticos, a
ANOVA é robusta a fuga da normalidade (Blanca et al, 2017; Knief e Forstmeiers, 2021). Heterocedasticidade,
por outro lado, tem um efeito mais problematico na qualidade do teste. Sob distribuicdo ndo-normal, uma vez
que a variancia € funcdo da média, transformacdes podem lidar com variancias ndo constantes em alguns
contextos (Knief e Forstmeiers, 2021). Quando os dados sdo normalmente distribuidos, a performance das
transformacdes como uma solucdo a heterocedasticidade é duvidosa (St-Pierre et al., 2018). Portanto, é
importante avaliar como o teste F da ANOVA performa quando aplicado a dados com variancias nao
constantes e normalidade e em que contexto pode ser aplicado.

Para avaliar a qualidade de um teste, estudos de simulagéo s&o realizados com o objetivo de estimar o
poder e nivel de significaAncia empirica (Morris et al., 2019). O poder do teste pode ser pensado como a
capacidade do teste de extrair informag6es da populacdo com base na amostra ou a probabilidade de rejeitar
uma hip6tese nula falsa. Para o teste F, a hip6tese nula seria a de igualdade entre as médias dos tratamentos
avaliados, de modo que esta hipdtese é falsa quando séo verificadas diferengas entre os grupos trabalhados no
teste. O nivel de significancia empirico ou probabilidade do erro do tipo 1, por outro lado, é 0 nimero de vezes
gue um teste rejeita uma hipétese nula verdadeira. Essas duas medidas sdo indicadoras da qualidade do teste,
com o poder do teste devendo estar o mais proximo possivel de 1 e o nivel de significancia empirica deve estar
ao redor do nivel de significancia tedrico (frequentemente o nivel de 0,05 é utilizado). Inversamente
relacionada a probabilidade do erro do tipo 1 e complementar ao poder do teste, temos a probabilidade de
cometer erros do tipo 2 que é uma medida menos utilizada para determinar a qualidade dos testes. Usando
estudos de simulacdo, é possivel criar bancos de dados com parametros conhecidos, que permitem que o
pesquisador avalie 0 nimero de vezes que um teste toma decisdes corretas e incorretas e, assim, obtenha
estimativas do poder e nivel de significancia do teste sob diferentes cenarios.

Transformagdes podem ser classificadas de acordo com a funcéo usada para converter os dados, sendo
as transformac0es de raiz quadrada, raiz cubica e hiperbdlica as trés mais utilizadas na literatura estatistica
(OSBORNE, 2002). Estas transformac6es modificam a distribuicdo dos residuos do banco de dados e pode ser
usado para ajustar modelos lineares quando a forma dos residuos nédo é simétrica em torno da média (PEK et
al., 2007). Para dados heterocedasticos, o impacto destas transformacdes € desconhecido.

Apesar da importancia da ANOVA para a andlise de dados e o impacto da heterocedasticidade nas suas
propriedades, poucos trabalhos de simulacdo foram avaliados para determinar a performance do teste F da
ANOVA sob dados heterocedéasticos e normalmente distribuidos, assim como sua influéncia no poder e no
nivel de significancia. Assim, o objetivo deste trabalho é avaliar o impacto de diferentes transformacgoes de
dados nas propriedades do teste F sob heterocedasticidade e normalidade por meio de simulagdes de Monte
Carlo.

Metodologia

A ANOVA é considerada uma ferramenta de destaque em investigacdes cientificas, desempenhando um
papel crucial na comparacdo das médias entre trés ou mais grupos independentes. Ao empregar esta técnica
estatistica, é possivel discernir se ha discrepancias significativas entre os grupos analisados, ao examinar a
variacdo tanto dentro de cada grupo quanto entre eles. A ANOVA se destaca ao oferecer uma abordagem para
discernir se as disparidades nas médias sao reflexo de variagdes genuinas entre 0s grupos ou se sdo atribuiveis
ao mero acaso. Por meio desta andlise estatistica, 0s pesquisadores sdo capacitados a explorar as nuances dos
dados, identificando padrdes e relacionamentos que podem contribuir significativamente para o avanco do
conhecimento em vérias esferas cientificas.
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O experimento foi conduzido em esquema fatorial 6x3 (6 tipos de transformacdes dos dados, incluindo
a ndo aplicacdo da transformacao e 3 niveis de heterocedasticidade), onde os métodos de transformacéo foram
avaliados sob diferentes graus de heterocedasticidade. A razdo de variancias usadas ao longo do trabalho
foram: 1-1-1 (controle), 1-1-1,1 (heterocedasticidade branda) e 1-1-2 (heterocedasticidade severa). Sete
repeticdes foram utilizadas para cada um das categorias (transformacao associada a algum nivel de variancias
desiguais). Seis transformacdes frequentemente aplicadas na literatura cientifica foram avaliadas: raiz
quadrada, raiz cubica, logaritmo natural, padronizacdo e a transformacao hiperbolica (ST-PIERRE et al.,
2018). A Figura 01 mostra as formulas para transformacao aplicadas, onde x s&o as observagoes, In (x + 5) é
o0 logaritmo natural adicionado de 5 unidades e sd é o desvio padrdo dos dados. O restante dos parametros
foram considerados fixos, com tamanho amostral (n) igual a 10, nimero de fatores igual a 3, nivel de
significancia nominal igual a 0,05 e diferencas entre as médias com as seguintes proporgdes 5-5-6 e 5-5-5 com
o objetivo de avaliar o poder (1 - B) e o nivel de significAncia empirico, respectivamente. E importante notar
que as proporgdes de médias escolhidas afetam o valor absoluto do poder do teste, de modo que a qualidade
do teste deve ser avaliada por meio do desempenho relativo das transformacoes.

O teste de Bartlett (ASLAM et al., 2021) foi aplicado para cada um dos dados simulados com o
objetivo de definir o indice de Capacidade de Homogeneizacdo (ICH) para cada transformacéo, que mede o
namero de bancos de dados que se tornam homocedasticos apos a transformacao. O ICH foi obtido pela razdo
entre a soma dos dados homocedéasticos apos transformacéo e 10.000 (nimero de dados simulados). A
constante adicionada as transformacdes raiz quadrada, raiz cubica e logaritmo natural (ou seja, 5) foi escolhida
com o objetivo de evitar impossibilidades matematicas (zeros na equacao logaritmica e nimeros negativos nas
férmulas quadraticas e cubicas) a medida que a variancia se torna maior. No entanto, essa operagdo nédo afeta
significativamente o poder e o nivel de significancia, com a diferenca entre os valores mais altos e mais baixos
sendo 0,0292 para o poder do teste e 0,0074 para o nivel de significancia a medida que se avalia diversos
valores dessa constante.

Figura 1: Férmulas das transformaces aplicadas.
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Fonte: Autores.
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Para gerar bancos de dados com valores especificos de heterocedasticidade sob normalidade,
simulacdes de Monte Carlo foram utilizadas por meio da fungdo rnorm na linguagem R. Estas funcdes foram

aplicadas ao se seguir trés etapas:

1) Criagédo de 10.000 bancos de dados de acordo com os parametros fixados. Cada banco de dados
foi submetido ao teste F da ANOVA e cada estatistica F obtida foi atribuida a um vetor;

2) Comparacao entre a estatistica F calculada (Fc) e a estatistica F fixada (Ff) de acordo com o nivel
de significancia;
3) A proporcéo de bancos de dados com Fc > Ff e médias 5;5;6 foram usadas para estimar 1 - B (o

poder do teste). Para estimar o nivel de significancia empirico, a proporg¢éo 5;5;5 foi utilizada.

Todo o processo foi realizado usando a linguagem de programagéo R, versdo 4.2.3 (R Core Team,
2023).

Uma ANOVA fatorial foi realizada para detectar diferencas entre as transformagdes ao longo dos
niveis de heterocedasticidade com nivel de probabilidade de 5%. O teste de Tukey foi utilizado para comparar
as médias ao nivel de probabilidade de 5%. Para avaliar suas pressuposi¢des, histogramas e graficos de
residuos vs valores foram utilizados (Figura 2). E possivel notar que os residuos apresentam distribuicao
aproximadamente normal e as variancias podem ser consideradas homogéneas para todas as variaveisavaliadas
(poder, nivel de significancia e ICH). A analise foi realizada por meio da funcéo base do R Im() e Anova() no
pacote Car (R Core Team, 2023).

O cdodigo para a realizacdo da simulagao ¢é esbogado abaixo:

set.seed(258)
Ftest <- numeric(10000)
bartllet <- numeric(10000)
for(i in 1:10000){
samplel <- rnorm(10, 5, 1)
sample2 <- rnorm(10, 5, 1)
sample3 <- rnorm(10, 6, 1)

y <- c(samplel,sample2,sample3)

yt <- transformation(y)

k <- c("samplel”,"samplel”,"samplel”,"samplel”, "samplel”,"samplel”,
"samplel”,"samplel”,"samplel”,"samplel”,"sample2","sample2"”,
"sample2","sample2","sample2","sample2","sample2","sample2"”,
"sample2","sample2","sample3”,"sample3","sample3”,"sample3",
“sample3","sample3","sample3","sample3","sample3”, "sample3")

bart <- bartlett.test(y~k)

bartllet[i] <- bart$p.value

X <- matrix(c(1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,
1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,
i,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,
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r <- c(0,1,1,1)
Xr <- t(X)%*%X + r%*%t(r)
t <- solve(Xr)%*%t(X)%*%yt
to <- t[2:4,]
Xu <- X[,2:4]
SQT <- t(to)%*%t(Xu)%*%yt
e <- yt - Xk*¥%t
SQR <- t(e)%*%e
Ftest[i] <- (SQT/2)/(SQR/(27))
}
X <- numeric(10000)
for(i in 1:10000){
if(Ftest[i]»3.354131){
x[i] <- 1
}else{x[i] <- @0}
}
h <- numeric(10000)
for(i in 1:10000){
if(Ftest[i]»0.05){
h[i] <- 1
}else{h[i] <- @}

sum(x) /10000

sum(h) /10000
qf(0.95, 2, 27)
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Figura 2: Gréaficos diagndsticos das pressuposi¢fes da ANOVA para poder, nivel de significancia e ICH.
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Fonte: Autores.

Para todas os indices avaliados (poder, nivel de significancia e ICH) foi possivel observar diferengas
significativas entre as transformaces tanto para os efeitos principais quanto para as interacdes, com excecao
da interacdo para o nivel de significancia (Tabela 1). Portanto, a aplicacdo das transformagdes em dados
normalmente distribuidos e com grupos heterocedasticos de fato alteram a performance do teste em termos de
poder e nivel de significancia, no entanto, é importante avaliar como essas transformagdes impactam a

qualidade do teste.
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Tabela 1: p-valores da ANOVA para o poder, nivel de significancia e ICH.

Poder Nivel de Significancia ICH
Fatores
p-valor
Transformagcdes 2,00E-16 1,905E-06 2,00E-16
Heterocedasticidade 2,00E-16 2,20E-16 2,00E-16
Interagdes 2,00E-16 0,07389 2,00E-16

Fonte: Autores.

A Figura 3 mostra o valor médio do poder do teste para o teste F da ANOVA sob transformacéo e
heterocedasticidade. Quanto maior o valor da heterocedasticidade menor o poder do teste ou, em outras
palavras, a capacidade do teste detectar diferencas na populacdo com base na amostra € reduzido. As letras
diferentes sobre as barras verticais indicam diferenca significativa entre as médias, letras iguais indicam
auséncia de diferenca estatistica.

Independentemente do nivel de heterocedasticidade, a transformacdo de dados ndo melhora a
performance do teste, isto &, o poder do teste sempre mantém seu mddulo ou se torna menor em relacéo a
auséncia de transformacdo. Entre todas as transformacfes, a hiperbdlica foi a que apresentou o pior
desempenho, reduzindo significativamente o poder especialmente para graus mais severos de
heterocedasticidade. Além disso, as transformaces logaritmicas, cubicas e quadraticas também apresentaram
baixa performance, apresentando um poder inferior em comparacdo com a média do poder na auséncia de
transformacdes. A formula de padronizagdo ndo impactou de maneira substancial o poder do teste, podendo
ser considerada uma transformacéo inofensiva, porém, ao mesmo tempo, inutil para a corre¢éo de variancias
heterogéneas. Mahapoonyanont et al. (2010) encontraram que o poder do teste F da ANOVA tende a ser
alterado quando transformac6es sdo aplicadas, em concordéncia com o encontrado na Tabela 1 e na Figura 3.
No entanto, para a transformacao raiz quadrada, foi possivel observar aumento no poder o que contrasta com
0 resultado obtido ao longo do processo de simulacéo. Estas diferencas podem ser devidas ao método de
obtencdo das estimativas do poder do teste, ja que a reamostragem foi utilizada no trabalho citado, enquanto
que dados simulados foram utilizados na presente pesquisa.

Esta perda de poder do teste pode ser explicada pela mudanca na forma dos dados ap0s a transformacao.
Segundo Snedecor (1956), um impasse comum envolvendo as transformacdes é o fato de que elas, quando
aplicadas, podem promover a violacdo de outras pressuposicfes na tentativa de corrigir a heterocedasticidade.
Assim, uma vez que os dados foram simulados a partir de uma distribuicdo normal, a transformacéo modifica
a forma dos dados de maneira desconhecida, de modo que a qualidade do teste pode ser reduzida gracas a
violagéo da pressuposic¢do de normalidade e, possivelmente, a aditividade dos dados. Assim, recomendamos o
uso de alternativas as transformacdes, como os Minimos Quadrados Ponderados (Kariya e Kurata, 2004) ou
testes mais fortes sob heterocedasticidade (Moder, 2010).
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Figura 3: Médias do poder do teste para cada transformacéo ao longo dos niveis de heterocedasticidade.
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Fonte: Autores.

A Figura 4 mostra o nivel de significancia para diferentes transformagdes sob trés niveis de
heterocedasticidade. Graus mais severos de heterocedasticidade produzem valores maiores de nivel de
significancia, ou, em outras palavras, a probabilidade de rejeitar erroneamente a hipotese nula se torna maior
a medida que o nivel de heterocedasticidade aumenta.

Nenhuma das transformacoes, a excec¢do da hiperbolica, afetou substancialmente o nivel de significancia
independentemente do nivel de varidncias heterogéneas aplicadas. A transformacéo hiperbodlica apresenta o
efeito de reduzir o nivel de significancia. Conforme ocorre com o poder do teste, isso pode ser explicado pelos
efeitos da transformacéo nas pressuposi¢cdes da ANOVA, uma vez que as transformagdes alteram a forma dos
dados, o que viola as pressuposi¢cGes de normalidade e altera o nivel de significancia. Portanto, o uso de
transformacdes com o objetivo de remediar a heterocedasticidade em dados oriundos da distribuigdo normal,
em termos de nivel de significancia, ndo é uma estratégia eficiente e, assim como para o poder do teste,
alternativas robustas precisam ser avaliadas.
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A baixa efetividade das transformacdes ao lidar com variancias desiguais na configuragcdo da ANOVA
é facil de explicar através dos procedimentos de particionamento do Erro Quadrado Médio Total (EQMT).
Uma vez que o Erro Quadratico Médio dos Residuos (EQMR) é calculado com respeito a variabilidade dentro
dos tratamentos, as varidncias estimadas deveriam ser estimativas da mesma variancia e, portanto, ndo
deveriam ser diferentes entre si. Variancias ndo constantes fazem com que o EQMR seja pequeno demais para
tratamentos com varidncias mais elevadas (0 que o torna erroneamente mais significativo) e grande demais
para tratamentos com baixo valor da varidncia (tornando-o erroneamente menor significativo). A
transformacao de dados somente pode modificar a escala das observacdes, no entanto, a variabilidade relativa
permanece constante, ou seja, ndo apresenta nenhum efeito na heterocedasticidade. Entretanto, apesar da
manutencdo da heterocedasticidade, a forma da distribuicdo muda e outras pressuposicGes podem ser violadas,
0 que explica a reducdo na qualidade do teste apos transformacdes.

Figura 4: Nivel de significancia para cada transformacao ao longo dos niveis de heterocedasticidade.
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A Figura 5 mostra o ICH para cada um das transformacdes ao longo de um nivel crescente de
heterocedasticidade. Proporcdes de variancias mais desiguais geram menores valores de ICH, especialmente
para 0 caso mais severo (proporcao 1-1-2). Para todos os niveis de heterocedasticidade, em concordancia com
o nivel de significancia e poder do teste, a transformagdo hiperbdlica apresentou baixa performance,
apresentando o menor ICH dentre todas as demais transformacfes. A transformacdo logaritmica também
apresentou baixo mddulo de ICH, sendo a segunda pior transformac@es dentre as utilizadas ao longo das
simulagdes, de modo que a proporcao de dados homocedasticos ap6s a transformacao foi reduzida em relagéo
aos dados originais. O restante das transformacdes apresentaram performance similar e as diferencas ndo foram
consideradas significativas.

O ICH pode ser pensado como uma medida de quantos dados simulados sdo ainda considerados
homocedasticos, ou seja, ainda apresentam variancias iguais, conforme indicado pelo teste de Bartlett.
Transformag6es mais efetivas na homogeneizagéo das variancias deveriam apresentar maiores valores de ICH,
de modo que uma grande porcdo dos dados simulados tornaram-se homocedasticos ap6s transformacéo. No
entanto, em todos os cenarios, as transformacdes ndo performaram adequadamente (raiz clbica, raiz quadrada,
logaritmo ou hiperbolica) ou apresentaram performance similar (padronizacdo) em relacdo a auséncia de
transformacdes, o que indica que, como ocorre reducdo no ICH a medida que a variancia se eleva, ndo se
observa aumento no numero de dados homocedasticos apds a aplicagdo das transformagdes. Esta pode ser
outra explicagdo para a reducdo do poder do teste observado anteriormente, uma vez que, como o numero de
dados homocedasticos dentre os 10.000 simulados é reduzido apés a transformacdo das observacdes, a
pressuposi¢do de variancias iguais é violada, acarretando a reducao do poder do teste. Assim, a recomendacao
realizada nos topicos anteriores sobre o poder e nivel de significAncia é agora reiterado: a aplicagdo das
transformacdes tém efeitos deletérios em termos de poder do teste, seja em funcdo da ndo normalidade ou da
heterocedasticidade, conforme a figura 5.

Além disso, é possivel notar que, apds a transformacdo, uma grande porcdo dos dados foram ainda
considerados homocedasticos, ainda que ndo houvesse mudangas em termos de poder e nivel de significancia.
Assim, ha uma probabilidade alta (em torno de 43%) de se conseguir resultados positivos em testes de
pressuposi¢des ao tentar lidar com a auséncia de variancias homogéneas em dados normalmente distribuidos,
ainda que a qualidade do teste ndo seja aumentada apds a aplicacdo das transformagdes. Esta situagédo explica
porque as transformagfes sdo ainda amplamente empregadas apesar da sua ineficacia para lidar com dados
nessas condigdes. Assim, por acaso, em funcdo das transformagdes, € possivel que testes de pressuposicdes
ndo detectem heterocedasticidade, o que encoraja os pesquisadores a continuar as analises com dados
modificados, causando falhas na interpretacdo dos resultados.
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Figura 5: ICH para cada transformagdo ao longo dos niveis de heterocedasticidade.
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Conclusao

Assim, foi realizado um trabalho de simulacdo para avaliar indices de qualidade do teste para ANOVA
sob diferentes transformagdes. O emprego de transformagdes nos dados ndo homocedasticos e normais pode
ter implicacOes significativas a ANOVA. Em particular, € importante notar que tais transformagdes podem
diminuir o poder do teste F da ANOVA quando os dados apresentam distribuicdo normal e
heterocedasticidade. Embora as transformacdes nao afetem o nivel de significancia do teste, exceto no caso da
transformacdo hiperbdlica, elas tendem a reduzir o coeficiente de homogeneidade intraclasse (ICH) em
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comparagdo com a auséncia de transformac@es. No entanto, é crucial ressaltar que o uso de transformagdes
para lidar com a heterocedasticidade em dados normais ndo se mostra uma estratégia eficaz na analise de
dados, 0 que destaca a necessidade de uma abordagem criteriosa ao considerar 0 uso dessas técnicas
estatisticas.
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