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Resumo: Neste trabalho, o método de homogeneizacao assintdtica (MHA) € aplicado a um problema de
valores de contorno de Dirichlet para uma equagao diferencial de sequnda ordem, eliptica, unidimensional
e ndo homogénea, com coeficiente continuamente diferencidvel e ndo homogeneidade continua. Ambos o
coeficiente e a nao homogeneidade apresentam comportamentos localmente periodicos e rapidamente 0s-
cilantes. Como alternativas a solugdo exata, tteis em caso de haver grandes dificuldades na sua obten¢do
direta, apresentam-se trés solugdes assintdticas formais (SAF's) na forma de séries em duas escalas em
termos de poténcias do parametro geométrico pequeno que caracteriza a separacao de escalas estruturais
do meio localmente microperiddico modelado pelo problema descrito. Tais SAFs sao construidas a partir
das solucoes da sequéncia recorrente de problemas para os coeficientes das poténcias do parametro pe-
queno formada pelos chamados problemas homogeneizado e locais sobre a célula de periodicidade. Ainda,
prova-se a proximidade entre a solucdo exata e as SAFs com rela¢ao ao parametro pequeno, o qual cons-
titui a justificativa matemdtica do MHA. Finalmente, apresenta-se um exemplo para ilustrar o fato de
que as trés SAFs obtidas da aplicacao do MHA sao boas aproximacoes da solucdo exrata.

Palavras-chave: Método de homogeneizacao assintdtica, Solugdo assintotica formal, Problema homoge-
neizado, Problemas locais, Coeficiente efetivo.

Asymptotic homogenization of a problem for an elliptic equation with locally
microperiodic continuously differentiable coefficient

Abstract: In this work, the asymptotic homogenization method (AHM) is applied to a Dirichlet boun-
dary problem for a mon-homogeneous, one-dimensional, elliptic, second-order differential equation with
continuously differentiable coefficient and continuous non-homogeneity. Both the coefficient and non-
homogeneity exhibit locally periodic and rapidly oscillating behaviors. As alternatives to the exact solu-
tion, which are useful in case of existing great difficuities in directly obtaining it, three formal asymptotic
solutions (FASs) are presented in the form of two-scale series in terms of powers of the small geometric
parameter characterizing the separation of structural scales of the locally microperiodic medium modeled
by the described problem. Such FASs are constructed from the solutions of the recurrent sequence of
problems for the coefficients of the powers of the small parameter, which is form by the so-called homo-
genized problem and local problems over the periodicity cell. In addition, the proximity between the exact
solution and the FASs with respect to the small parameter is proven, which constitutes the mathematical
justification of the AHM. Finally, an example is presented in order to illustrate the fact that the three
FASs obtained by applying the AHM are good approximations of the exact solution.

Keywords: Asymptotic homogenization method, Formal asymptotic solution, Homogenized problem,
Local problems, Effective coefficient.
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Introducao

Materiais heterogéneos ocorrem fundamentalmente em trés formas: como compdsitos, os
quais consistem em uma distribuicao de dominios ocupados por materiais homogéneos diferen-
tes chamados de fases constituintes; como ceramicos ou policristais, em que os dominios estao
ocupados pelo mesmo material homogéneo constituinte, mas em diversas configuragoes (TOR-
QUATO, 2002); ou como materiais funcionalmente graduados, nos quais a estrutura muda quase
continuamente como aqueles formados pela deposicao de peliculas finas de escalas micro- a na-
nométrica (SADD, 2021). Ainda, combinagoes dessas trés formas podem ser encontradas (ver,
por exemplo, MEDJMADJ et al. (2022), que estuda experimentalmente estruturas sanduiche
com miolo funcionalmente graduado). As heterogeneidades sao facilmente encontradas nos meios
naturais, sejam eles o osso humano, atmosfera terrestre, madeiras, arenito, pulmoes, tecidos ve-
getais e animais, os agregados celulares, tumores e demais recursos. Produtos manufaturados sao
outros meios de obtengao de materiais heterogéneos, destacando-se os varios tipos de compésitos
como laminados, particulados, fibrosos e demais composigoes, todos desenvolvidos para diversas
aplicacoes. Tanto pela sua abundante presenca na natureza, na ciéncia e na tecnologia, quanto
pela sua grande diversidade de aplicacoes reais e possiveis, resulta necessario e relevante o estudo
do comportamento fisico dos meios heterogéneos.

Problemas que modelam materiais heterogéneos muitas das vezes possuem certas dificul-
dades. Por exemplo, materiais micro-heterogéneos (meios macroscopicamente homogéneos que
apresentam heterogeneidade microscépica continua) apresentam separagao de escalas estruturais,
pelo qual sao modelados mediante equagoes diferenciais com coeficientes rapidamente oscilan-
tes, o que dificulta (e muitas vezes impede) sua resolucao analitica exata, precisando-se assim
de boas aproximagoes da solucao, sejam analiticas, semianaliticas ou numérico-computacionais.
Especificamente, a separagao de escalas estruturais caracteristica dos meios micro-heterogéneos
faz com que uma abordagem numérica direta precise de malhas muito finas para representar
adequadamente a variacao rapida dos coeficientes, o qual aumenta consideravelmente o custo
computacional e compromete a convergéncia do método numérico escolhido (ver TIJONOV;
SAMARSKY (1972, p.653) para um exemplo de esquema de diferengas finitas corretamente
formulado que converge para uma funcao que nao é a solugao do problema).

Como alternativa, para favorecer a resolugao dos problemas que modelam acuradamente o
comportamento fisico dos meios micro-heterogéneos, este trabalho apresenta o método de homo-
geneizagao assintética (MHA; ver, por exemplo, BAKHVALOV; PANASENKO (1989)), o qual
possibilita a obtencao de boas aproximagoes (analiticas e semianaliticas) da solucao exata do
problema em questao (LIMA et al., 2016). Isto é, da separagao de escalas estruturais do meio
e a continuidade de sua microestrutura, tem-se o cumprimento da chamada hipétese de homo-
geneidade equivalente. Basicamente, o MHA consiste na obtencdo, partindo do problema para
o meio micro-heterogéneo geralmente periédico (problema original), de um problema para um
meio homogéneo ideal equivalente em certo sentido ao meio micro-heterogéneo (problema homo-
geneizado). Metodologicamente, o MHA baseia-se na construcao formal de uma série assintética
em duas escalas da solucao do problema de valores iniciais e de contorno com coeficientes rapida-
mente oscilantes que modela o fendomeno estudado. Este desenvolvimento assintético é realizado
em termos de poténcias do parametro geométrico pequeno que caracteriza a separacgao de esca-
las, e cujos coeficientes sao fungoes incognitas. Logo, o problema original se desacopla em uma
recorréncia de problemas para obter cada uma das fungoes incégnitas que formam a assintética
da solugao procurada (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Nos anos 1960’s e 1970’s formularam-se as primeiras teorias matematicas de homogeneizagcao.
Inicialmente, a concepgao era encontrar uma solucao assintética formal (SAF) das equagbes em
derivadas parciais que dependem do parametro pequeno ¢ (que representa a separacao de escalas
estruturais do meio) e com coeficientes periédicos rapidamente oscilantes que formam o compor-
tamento constitutivo do meio heterogéneo. Especificamente, a SAF é uma série de poténcias de €
em duas escalas cuja substituicao no problema para o meio heterogéneo produz uma recorréncia
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de problemas para os coeficientes das poténcias de €, dos quais obtém-se os chamados problemas
locais, e o problema homogeneizado. Neste dltimo, as equagoes tém coeficientes constantes cha-
mados de efetivos, os quais caracterizam o comportamento fisico do meio homogéneo equivalente
e, portanto, o comportamento efetivo do meio heterogéneo original. Logo, a hipdtese de homoge-
neidade equivalente pode ser representada matematicamente pela igualdade assintética u® ~ wg
para e suficientemente pequeno, em que u® é a solucdo do problema original com coeficientes
rapidamente oscilantes para o meio micro-heterogéneo, e ug é a solucao do problema homoge-
neizado com coeficientes constantes para o meio homogéneo equivalente. Isto é, u® —ug = O(¢),
ou seja, u° e ug sao e-préoximas quando ¢ — 07 na norma || - || do espaco de fungoes em que
elas sao procuradas. Especificamente, isto significa que existe uma constante C' € R tal que
|u® — up|| < Ce quando e — 07 (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989; PANASENKO, 2008).

A aplicacdo mais importante do MHA é a caracterizacdo de meios microperiédicos me-
diante a obtencao de suas propriedades efetivas. Por exemplo, em BRAVO-CASTILLERO
et al. (2001), GUINOVART-DIAZ et al. (2001), RODRIGUEZ-RAMOS et al. (2001) e SA-
BINA et al. (2001), obtiveram-se expressoes fechadas para coeficientes efetivos de compdsitos
reforcados por fibras cilindricas com periodicidade quadrada e hexagonal, e fases transversal-
mente isotrépicas nos contextos da elasticidade e a piezeletricidade; e em SABINA et al. (2002) e
BRAVO-CASTILLERO et al. (2006), obtiveram-se férmulas fechadas para as propriedades efe-
tivas de compdsitos eldsticos com fases isotropicas, reforcadas por fibras circulares distribuidas
em esquemas quadrados e hexagonais, incluindo os casos limite de fibras vazias ou infinitamente
rigidas e se prova que estao contidas no intervalo definido pelas cotas lineares de BRUNO (1991).

Por outro lado, o MHA possibilita a construcao de SAFs de qualquer ordem de precisao em
€, o qual é muito 1til em situagdes em que é necessario conhecer detalhadamente a influéncia
da microestrutura no comportamento efetivo do material microperiédico (SU et al., 2011a,b;
DONG et al., 2014; DECIO JR. et al., 2019). Em geral, isto nao é possivel mediante os outros
métodos de homogeneizacdo matematica, os quais produzem SAFs até a primeira ordem em
e, isto é, SAFs formadas por up mais um corretor local de ordem O(e) (DECIO JR. et al.,
2019). Essa caracteristica do MHA permite estudar mais acuradamente o comportamento de
meios localmente microperiddicos, isto €, meios que apresentam diferentes tipos de periodicidade
em regioes diferentes do dominio (ver LOPEZ-PAMIES et al. (2008), LOPEZ-PAMIES; IDIART
(2010) e RACHERLA et al. (2010) para estudos deste tipo de micro-heterogeneidade no contexto
da hiperelasticidade via homogeneizagao variacional).

O objetivo deste trabalho é aplicar MHA a um problema de valores de contorno de Diri-
chlet para uma equacao eliptica linear nao homogénea unidimensional com coeficiente local-
mente periédico rapidamente oscilante e continuamente diferencidvel que modela, por exemplo,
o equilibrio mecanico de uma barra eldstica localmente microperiédica e funcionalmente gradu-
ada. O carater linear unidimensional da equacao considerada permite a resolver exatamente o
problema mediante integracao direta, o qual nao é possivel na maioria das situagoes e é apresen-
tado aqui para ilustrar o fato de que as SAFs obtidas via MHA produzem boas aproximagoes
da solucao exata. A aplicacao do MHA é desenvolvida rigorosamente com um nivel de deta-
lhes raramente encontrado na literatura especializada. O fato do coeficiente ser continuamente
diferencidvel é pouco considerado na literatura de modelagem matematica/computacional de
materiais heterogéneos, sendo muito mais difundido o estudo de materiais compdsitos cujas pro-
priedades fisicas sdo modeladas como sendo constantes por partes. Ainda, o cardter localmente
periédico do coeficiente também é pouco considerado na literatura. Além disso, o exemplo desen-
volvido é original e ilustra adequadamente os resultados tedéricos, os quais, por sua vez, podem
ser generalizados naturalmente para modelar situacgoes tridimensionais em que a heterogeneidade
ocorre em uma diregao (por exemplo, esferas e cilindros centrossimétricos com heterogeneidade
na direcao radial e compdsitos laminados com laminas funcionalmente graduadas).

Depois desta Introducao, o trabalho estd organizado nas cinco sec¢oes seguintes: Formulacao
do problema, Aplicagdo do MHA, Justificativa mateméatica do MHA, Exemplo e Conclusoes.
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Formulacao do problema

Seja o parametro ¢ tal que 0 < ¢ < 1. Sejam o € C([0,1]), f¢ € C([0,1]), com af
estritamente positiva e limitada, tais que a°(z) = a(x,z/c) e f(x) = f(x,z/c) em que a €
C1([0,1] x Ry), f € C([0,1] x Ry ) sdo e-periddicas na segunda componente. Sejam vg,v; € R
constantes. Considere o seguinte problema de valores de contorno: para cada € > 0, encontrar
u® € C%(]0,1]) tal que

d c du® e _

uf(0) =vp, u®(l) =11y

O problema (1) apresenta as caracteristicas fundamentais dos modelos de meios heterogéneos
com microestrutura localmente periddica e, por ser suficientemente simples, permite sua re-
solucdo analitica por integracdo direta. Assim, a soluc¢do exata u®(z) do problema (1) é

ua(az):/m = [Ce/osfs(t)dt] ds + vp, 2)

0 a(s)

o= (f ajis))l o [ g [ o). ¥

E importante observar que, na maioria dos problemas que surgem na modelagem de fenémenos
em escalas multiplas, expressoes fechadas para suas solucoes exatas nao estao disponiveis. Neste
trabalho, a solugao exata u(x) do problema (1) dada por (2) e (3), é apresentada aqui para
controlar a qualidade das aproximacoes dadas na forma de SAFs que sao obtidas da aplicacao do
MHA (ver DECIO JR. et al. (2019) e PEREZ-FERNANDEZ (2021) para estudos relacionados
em dois contextos nao lineares).

em que

Aplicacao do MHA

A ideia fundamental do MHA é procurar uma SAF do problema original como uma expansao
em série assintética de poténcias de € em duas escalas z e y = /e, chamadas de variavel global
ou lenta e variavel local ou rapida, respectivamente, da forma

u(@) ~ u™(e,e) = Y ulay), y= 2. 4)
k=0

Ao substituir a SAF u(>)(z, ) no problema original (1) obtém-se uma sequéncia recorrente
de problemas para os coeficientes u, € C?([0,1] x Ry), k € {0} UN, das poténcias de e,
1-periédicos em y. Dessa recorréncia, determinam-se o problema homogeneizado para ug(z)
(prova-se que nao depende de y) e os problemas locais sobre a célula de periodicidade (elemento
microestrutural basico cuja replicagao peridédica reproduz a estrutura do meio micro-heterogéneo
localmente periédico) para as fungoes locais 1-periddicas em y relacionadas aos ug(x,y) (no
caso mais simples do meio totalmente periédico para o qual a®(z) = a(x/e), as funcoes locais
Ny (y) sdo tais que ug(x,y) = Ni(y)(d*ug/dz*) produzindo o chamado ansatz de Bakhvalov, ver
PANASENKO (2008)). Por fim, tem-se que quando ¢ tende a zero, a solugao exata u®(x) e a
SAF u(®)(z, ¢) do problema original (1) convergem para a solucao do problema homogeneizado
(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Na maioria das aplicacées do MHA, é suficiente adotar a SAF u((z, ) dada por

ut(z) ~ u?(z,€) = ug(z,y) + cur(z,y) + 2ua(x,y), y= g (5)
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Substituindo a SAF (5) na equagao do problema (1) e utilizando a regra da cadeia para a
derivada com relagao & varidvel global/lenta z, tem-se

8 —1 8 6 -1 8 (2)
(83: +e ay) [a(x,y) <3$ +e 8y> u (z,e)| + f(z,y) ~ 0. (6)
Considerando que z e y sao independentes e o operador diferencial linear
Lag = ai (a(w,y)aaﬁ> , o, Be{x,y}, (7)

em (6) explicitando a SAF (5) tem-se

Lug [uo(z,y) + cur(z,y) + eua(2, )] + Lay [e M uo(z, y) + wr (2, y) + cuz(,y)]
+ Lye e uo(2,y) + wi(2,y) + cua(z,9)] + Ly [ 2u0(z,y) + & (2, y) + ua(z,y)] - (8)
=+ f(xv y) ~0

Visto que 0 < € < 1, para cumprir-se a igualdade assint6tica (8) os termos das poténcias nao
positivas do parametro pequeno € devem anular-se. Logo, agrupando as poténcias de € tem-se

5_2Lyyu0($a y) + 5_1 [Lyyul (xv y) + Lyxuo(xv y) + nyuo(xa y)] (9)
+ 50 [LyyUQ(.T, y) + ny’u,l(li, y) + Lyxul($7 y) + LxxUO(xa y) + f(.CE, y)] = 0(5)7

em que O(e) representa a reuniao de termos proporcionais as poténcias positivas de . Assim,
de (9) resulta o seguinte sistema de equagoes recorrentes:

e72: Lyyu0($7y) =0, (10)
e L. Lyyul(x,y) = —Lyxuo(l‘,y) - nyuo(a:,y), (11)
80 : Lyyuz(az,y) = —nyul(l',y) - Lyxul(xyy) - Lxxuo(xa y) - f(xa y) (12)

Formalmente, (10)-(12) precisam ser complementadas com condigdes que garantam a unici-
dade de suas solugoes. Logo, de substituir a SAF (5) nas condigoes de contorno do problema
original (1) considerando a 1-periodicidade em y de ug(z,y), k € {0, 1,2}, obtém-se as condigoes

UO(0,0) = 1, UO(l,O) =, (13)

ug(0,0) = ux(1,0) =0, ke {1,2}. (14)

Por outro lado, condigoes alternativas para a unicidade das solugoes de (10)-(12) sao obtidas

de observar que, em presenga de separacao de escalas estruturais (0 < € < 1), o comportamento
fisico do meio heterogéneo deve ser dominado pela escala macroscopica, ou seja, u® = O(1),
de maneira que independente da microestrutura e sua escala, ou seja, independente de y e
¢ (sobre efeitos de escala nao desprezaveis no contexto do MHA, ver, por exemplo, BRAVO-

CASTILLERO et al. (2024)). Assim, considerando a independéncia de z e y e a 1-periodicidade
em y de ug(z,y), k € {0,1,2}, o valor médio da SAF (5) com rela¢ao & microescala é

1/e
W) ~ e /0 (wo(z,9) + cur () + un(x, ) dy
= (uo(,)) + £lur () + 2 {uz(z, ), (15)

em que (-) = fol(-)dy é o operador de valor médio sobre a célula de periodicidade [0,1] > y.
Logo, notando que (up(z,y)) = O(1) e a arbitrariedade de ¢ em (15), obtém-se as condigbes

u(z) ~ (uo(z,y)),  (u(z,y)) =0, ke{l,2}. (16)
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Assim, os problemas para encontrar ug(z,y), k € {0, 1,2}, coeficientes 1-periédicos em y da
SAF (5) do problema original (1) sdo, respectivamente, (10) com (13) ou a primeira condicao
em (16), (11) com (14) ou a segunda condicao em (16) para k = 1, e (12) com (14) ou a segunda
condi¢ao em (16) para k = 2.

Agora, observe que as equagoes na recorréncia (10)-(12), para cada x fixo, sdo da forma
LN(y) = F(y), em que L = (d/dy)(a(y)d/dy), a(y) = a(z,y). O Lema a seguir fornece uma
condigao necessaria e suficiente para a existéncia de N(y) solucdo 1-periddica dessa equagao
genérica, o qual é aplicado imediatamente depois para encontrar as solugoes 1-periédicas em y
do sistema recorrente (10)-(12) sujeito as condigbes (13) e (14), ou (16).

Lema (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejam F(y) e a(y) fungoes 1-periddicas, com a(y)
diferencidvel, estritamente positiva e limitada. Entdo, uma condicdo necessdria e suficiente para
a ezisténcia de N(y) solugao 1-periddica da equag¢ao LN (y) = F(y) € que (F(y)) = 0. Ainda, a
solugao 1-periddica é unica salvo uma constante aditiva C' € R, ou seja, N (y,C) = N(y) +C
em que N(0) =0 ou (N(y)) = 0.

Demonstragao: ver pp. 19-21 de BAKHVALOV; PANASENKO (1989).

(a) Aplicagao do Lema a (10) referente a ug(z,y):

Explicitamente, (10) é
8 8U()

—_— —_— = 1
2 ] <o (17)

da qual, identificando com as grandezas no Lema, toma-se N(y) = ug(z,y) e F(y) =0
para cada z fixo, e garante-se assim a existéncia de ug(z,y) 1-periddica em y solugao de

(10), pois (F(y)) = (0) = 0.

Integrando (17) com relagao a varidvel local /répida y, tem-se que

a(x,w%jj — Cola), (1)

em que Cp(x) é uma constante com relagdo a y. Uma vez que a(zx,y) é positiva, é possivel
isolar a derivada em (18) e aplicar o operador de média (-) & equagao resultante levando
em conta que ug(x,y) é 1-periédica em y. Assim,

8u0 C()(.%') <8u0
dy  a(z,y) dy

> — Co(z) {[afz,y)] ") = Co(z) =0

— 52— 0= w(e.y) = w(@) (19)

ou seja, up independe de y. Diante disso, reescrevendo as condicoes (13) e a primeira
de (16), respectivamente, obtém-se

up(0) = vo, wup(l) =1, (20)

u®(z) ~ up(x). (21)

(b) Aplicagao do Lema a (11) referente a uq(z,y):

Por up(z) nao depender de y, conforme (19), segue que (11) reduz-se a

0 [ 8u1} Oa dug

dy a(%@/)aiy :—@57 (22)

emque N(y) = ui(x,y) e F(y) = —(0a/0y)(dug/dx) para cada x fixo por identificacdo com
as grandezas no Lema, garantindo-se assim a existéncia de u1(x, y) 1-periédica em y solugao
de (22) pois, dado que a(z,y) é 1-periédica em y, tem-se (F'(y)) = — (Oa/dy) (dug/dz) = 0.
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O formato do lado direito de (22) sugere procurar u;(x,y) da forma

dug

ur(x,y) = Nl(%y)aa (23)

em que, para cada z fixo, Ni(z,y) é 1-periddica em y tal que Ny (z,0) = 0 ou (Ny(z,y)) =0,
que s@o as condigoes obtidas de substituir (23) nas condigoes (14) e (16) para k = 1,
respectivamente, considerando x e y independentes.

Substituindo (23) em (22) tem-se
8 8N1 duo .
oy [a(%y)ay + a(%y)] o = (24)

Assim, com dug/dx # 0, Ni(x,y) é a solugao 1-periddica em y do chamado primeiro
problema local definido, para cada z fixo, pela equacao

0 0Ny
8y%ww>m/+waw]—o (25)

e por uma das condigdes Ni(x,0) = 0 ou (Ny(z,y)) = 0.

Observe que, da identificagdo N(y) = Ni(x,y) e F(y) = —0a/dy para z fixo, o Lema
garante que existe Ni(z,y) solugao 1-periédica em y de (25), pois (F(y)) = — (da/dy) =0
dado que a(z,y) é 1-periédica em y.

Integrando (25) com relagao a y, tem-se que

anyf2?+a@w>=cum, (26)

em que C1(x) é uma constante com relagao a y. Uma vez que a(x,y) é positiva, é possivel
isolar a derivada em (26) e aplicar o operador de valor médio (-) a equagao resultante
levando em conta que Np(z,y) é 1-periédica em y. Assim,

o _ Gulw) 1:>0:<6N1
oy a(x,y)

)= Cilo) (ale)] ) -1

— Ci(2) = (Ja(z, )] ")

a(x) (27)
em que a(z) é o coeficiente efetivo. Observe que, de (26) e (27), tem-se

1 ON

EW)ZQM%yWJY'Za@w%&f+a@w) (28)

Assim, a solugao 1-peridédica do primeiro problema local (25) é

Ny, y) = /O ’ [ a(z) _1] ds + Cs(2), (29)

a(z, s)

que é tnica salvo uma constante aditiva Cy(z), a qual, dependendo da condigao de unici-
dade escolhida, é dada por

R A
B </o [a(x,s) B 1] d5> se (N1(x,y)) = 0
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(c) Aplicacao do Lema a (12) referente a us(x,y):

Como ug(x) nao depende de y por (19), e ui(x,y) é dada por (23), (12) se escreve como

;y [a(x,y)%ﬂ =— ;y {a(fv,y);x (Nl(%y)cgfﬂ
-2 Jaww Gt - 2 Lo Be] - s o0

ou, ainda, usando (28) em (31),

0 8’11,2 0 0 dug d ~ duo

= ) Z (N U 200 32

o etwinG2] = =5 |atwi g (M52 - o a0 52| - e, @
em que, identificando com as grandezas no Lema, N(y) = us(x,y) e sendo F(y) o lado
direito de (32) para cada z fixo, existe ug(x,y) 1-periddica em y solugao de (32) se, e
somente se,

<§y {a(x, y)ai <N1(x,y)ci;;0>] + % [a(m)cgﬂ + f(wjy)> =0. (33)

Levando em conta que a(x,y) e Ni(x,y) sdo 1-periédicas em y, de maneira que

<;y [a(w,y)aax (Nl(x7y)(?;>]> =0, (34)

segue que a condicdo necessdria e suficiente (33) para a existéncia de us(z,y) solugao
1-periédica em y de (32) reduz-se & equagao homogeneizada

% [a@)igf] e — (35)

em que f(z) = (f(z,y)), ou seja, existe ug(x,y) solugdo 1-periddica em y de (32) se, e
somente se, existe ug(x) solugdo do problema homogeneizado definido pela equagao
homogeneizada (35) e as condigdes de contorno (20) obtidas ao substituir a SAF (5) nas
condigoes de contorno do problema original (1) com ug(z) independente de y.

Seja ug(z) a solugao do problema homogeneizado. Entao, (35) é uma identidade, u;(z,y)
em (23) com Njp(z,y) solugao 1-periédica em y do primeiro problema local estéd completa-
mente determinado, e ug(z,y) é solu¢do 1-peridédica em y de

o oG] = For-se-5- [aten

obtida ao substituir (35) em (32) e abrindo a derivada com relagdo a = mais externa no
primeiro termo do lado direito.

(9N1} dug O d?ug (36)

oz | dz oy [a(z,y)Ni(z,y)] A2

De forma andloga ao realizado para ui(z,y) em (22) e a anédlise subsequente, o formato
do lado direito de (36) sugere procurar uz(z,y) da forma

d?uyg
dx?’

du,

ug(z,y) = Noo(z,y) + Noi(z, y)io + Noz(z,y)

T (37)

em que Nog(z,y), k € {0,1,2}, sdo 1-periédicas em y com Noy(x,0) = 0 ou (Nog(z,y)) =0,
que sao as condicoes obtidas ao substituir (37) nas condigoes (14) e (16) para k = 2, respec-
tivamente, considerando x e y independentes. Substituindo (37) em (36) e considerando
d™ug/dx™ # 0, m € {1,2}, tem-se que Nok(x,y), k € {0,1,2}, sdo, respectivamente, as
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solucoes 1-periédicas em y dos trés segundos problemas locais definidos, para cada x
fixo, pela equacoes

9 ONgi | _ —2 a(z, N, se k=1
ay oo 05| - 2 o] - 3%
_872/ [a(xay)Nl(x7y)] se k=

e uma das familias de condigbes Nog(z,0) = 0 ou (Nog(z,y)) = 0, k € {0,1,2}. Observe
que, em virtude da definicao de f(q:) e a l-periodicidade em y de a(x,y) e Ni(z,y),
o Lema garante a existéncia de Nog(z,y), k € {0,1,2}, solugdes 1-periédicas em y do
segundos problemas locais (38). Assim, seguindo um procedimento similar ao de resolugao
do primeiro problema local (25), tem-se:

(c.1) Primeiro dos segundos problemas locais referente a Nog(z,y) ((38) com k = 0):
A solugao Nag(z,y), 1-periédica em y, do primeiro segundo problema local

Noo(z,y) = /0 ya (xl’ 5 { /0 S<A(a:) ~ S ))dt + cm(:c)] ds+ Coo(z),  (40)

em que
Cho(@) = a(z) <a(;’ > /Oy (Fx.5) ~ Fla)) ds> (41)
’ Nao(z,0) = 0 = Co(z) = 0 (42)

(N (i, )) =0 = Coo (i) = < [y [ [ (r60) - Fla))ar - C'10($)] ds> - (13)

T, s

(c.2) Segundo dos segundos problemas locais referente a Noj(z,y) ((38) com k = 1):

A solugao Noj(zx,y), 1-periédica em y, do segundo segundo problema local

0 0Ny 0 0Ny
7 -2 i) 44
a9y [a(:v,y) By } oy [a(:v,y) Ba:] (44)
Y Ei(ac) 8N1 8N1
N - - 4
21(,9) /0 [a(m,s) < Ox > Ox } ds + O (), (45)
em que
N21(ZL', 0) =0= Cgl(ib) = 0, (46)
o Y[ON,  alz) /ON
N. —0= = L 47 ! e
(Na1(z,y)) = 0 = Can(x) </0 [890 a(z.5) < 5 )| % (47)
(c.3) Terceiro dos segundos problemas locais referente a Noo(z,y) ((38) com k = 2):
A solugao Nag(x,y), 1-periédica em y, do terceiro segundo problema local
0 ONago 0
_ = —— N 4
3y [a(ﬂc,y) By } a9 [a(z,y) N1 (z, y)] (48)
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Naa(z, y) = /0 ’ [;ffi) (N (3, ) — Ny (s, s)} ds + Coa(2), (49)
em que
Noo(,0) = 0 = Caa() = 0 (50)

a(z)

(Noa(x, ) = 0 —> Ch() = </Oy {Nl(x,s) - ks s)>] ds> NE

Assim, sendo ug(z) a solugdo do problema homogeneizado (35) e (20), ua(x,y) em (37)
fica totalmente determinado por (40) com (41) e (42) ou (43), (45) com (46) ou (47), e
(49) com (50) ou (51).

Assim, das consideragoes apresentadas até aqui, segue que a SAF (5) é especificada como

ut(2) ~ w2, ) = uo(a) + e N; (2) o
du d*u
v (M) + MR G + VB0 R ) 62

em que N(E_)(:r) = N¢y(w,z/¢), e ug(z) é a solugio do problema homogeneizado definido pela
equagao homogeneizada (35) e as condigoes de contorno (20) e que pode ser obtida por integragao
direta como

up(x) = /Oac 6(13) [C’o - /OS f(t)dt] ds + vy, (53)

o= ([ cg)) e [ [ Fad] (54)

A maioria das aplicagoes na literatura consideram apenas os dois primeiros termos da SAF
u® (x,¢) dada por (52), produzindo-se, assim, a SAF v (z, ¢) dada por

em que

duo

u®(z) ~ uM(z,e) = ug(z) + eNf(z)—->. (55)
Ainda, observe que a SAF mais simples é, de fato, independente de ¢:
u® (z,e) = up(x). (56)

Finalmente, note que, de fato, tem-se construido duas familias de SAFs dependendo das
condicoes de unicidade escolhidas para as solucées dos problemas locais. Isto faz com que as
SAFs da familia construida com as condigoes de Dirichlet homogéneas (N (0) = 0) cumpram as
condigoes de contorno do problema original (1), pois delas foram herdadas. Por outro lado, as
SAFs dependentes de ¢ da familia construida com as condigoes de média nula ((N(y)) = 0) nao
cumprem as condigdes de contorno salvo em casos particulares (ver, por exemplo, LIMA et al.
(2018)) e, portanto, sao vélidas s6 no interior do dominio. Caso necessario, tais SAFs precisam
ser modificadas corrigidas mediante, por exemplo, alguma técnica de camada limite (ROCHA,
2010) ou de funcao de corte (LIMA et al., 2018).

Ainda, na maioria das aplicacbes do MHA que pretendem caracterizar o comportamento
efetivo de um material heterogéneo constitutivamente linear, ou seja, obter seus coeficientes
efetivos, as condigoes de unicidade para os problemas locais sdo irrelevantes, pois os coeficientes
efetivos s6 dependem das derivadas das solugoes dos problemas locais. Assim, com estas con-
sideragoes, e levando em conta a dificuldade de avaliar as condi¢ées de contorno em problemas
multidimensionais, a condicao de unicidade usualmente escolhida é a condicao de média nula
oriunda da condigao de que a média da solugdo exata com relagdo a microestrutura deve ser o
primeiro termo das SAF, isto é, aquele que provadamente nao depende de y nem de ¢, de maneira
andloga a (15) e & anélise posterior (para enunciado e demonstragao da versao multidimensional

do Lema com condi¢ao de média nula, ver p. 106 de BAKHVALOV; PANASENKO (1989)).
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Justificativa matematica do MHA

Deve-se provar que vale a hipdtese de homogeneidade equivalente, ou seja, a e-proximidade
entre u®(z) (solucao do problema original (1)) e ug(z) (solu¢ao do problema homogeneizado (35)

e (20)) quando £ — 01 na norma ” . HC([O,H) = xrél[%}i]{’ . ‘} Em LUZ et al. (2022), isto é provado

para o caso particular em que a®(z) = a(x/¢), com relacdo & norma de L?([0, 1]), pois considera
os casos de coeficiente continuamente diferenciavel e coeficiente constante por partes.

Seja F&(z) = F(x,z/¢) o erro da SAF u(V(z, ) em (55) que cumpre as condigdes de contorno
do problema original (1) como aproximagao da solugao exata u®(z), ou seja,

@S|+ @) = @), 20

uM(0) = vy, uM(1) =1

dr ¢ (57)

Em virtude da linearidade dos problemas (1) e (57), a diferenga entre eles produz o problema

% [“E(”“’)jx (us(az) _ uu)(x,g))] +F(z) =0, z€(0,1)

uf(0) — uM(0,6) = uf(1) —uM(1,e) =0

, (58)

a partir do qual é possivel estimar a diferenca u®(x) —u® (z,e) mediante a aplicagao da estimativa
no Teorema 3.2, p.27, de LARSSON; THOMEE (2009), oriunda do principio do maximo para
um problema de Dirichlet para equacgoOes elipticas no Teorema 3.1, pp. 26-27, de LARSSON;
THOMEE (2009), isto é, existe uma constante C' € R* tal que

lw* = uMleqo < ClIFlleqoa- i

Assim, para estimar a diferenca u®(z) — u") (z, €) basta obter uma estimativa do erro F¢(z).
Ao substituir a SAF v (z,¢) dada em (55) na equacio do problema (57) e operar algebri-

camente levando em conta o coeficiente efetivo a(z) em (28), a equagdo do primeiro problema

local (25), a equacao homogeneizada (35), e (36) com ug(z, z/e) = 0 da SAF u(V(z, ), obtém-se

0

€ e 9 € dug e
F(@) =~ @@ (M@ 52 ) | = 1P logon < 4= (60)

em que a constante A € R* resulta de aplicar o Teorema de Weierstrass (Coroldrio, p.239, de
LIMA (2010)) considerando que a® € C*([0,1]), NT € C?([0,1]) e assumindo que ug € C3([0, 1]).
Logo, pondo a estimativa (60) para F¢(z) na estimativa (59) para u(z) — u(!) (x,€), tem-se

||u® — u(l)HC([OJ]) < ACe = uf(z) — uV(z,e) = O(e) <= v (z) ~ uV(z, ¢). (61)
Por outro lado, da SAF v (x,¢) em (55) tem-se

duo
(2, 2) — up(x) = eNf (2) > = [u™ —wo ooy < Be
= ul(z,2) —up(x) = O(c) == uV(w,¢) ~ ug(x), (62
em que a constante B € RY resulta de aplicar o Teorema de Weierstrass.
Portanto, de utilizar (61) e (62) na desigualdade triangular para |[u® — ug||¢((o,1]), segue que

[uf = uoll ooy = llu —u™ +u —wglleo,) < v — uM|eqo, + 1™ = uolle o)
< ACe + Be = (AC+B)e = u°(x) —up(z) = O(e) <= u(z) ~ up(x), (63)

como se queria demonstrar.
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Exemplo

Nesta segao, apresenta-se um exemplo em que se compara a solugdo exata u®(z) com as
SAFs u®)(z,¢), k € {0,1,2}, para valores decrescentes de ¢ e, dessa maneira, ilustrar o fato
de que uf(z) ~ u®@(x,¢) ~ uM(z, ) ~ uO(z,e) = ug(z), ou seja, us(z), u® (z,e) — up(z),
k € {1,2}, quando ¢ — 0T. Isto é, em caso de impossibilidade de obter-se a solucao exata de
um certo problema, as SAFs de um, dois e trés termos fornecem boas aproximacgoes da solucao
exata para valores suficientemente pequenos do pardmetro pequeno que caracteriza a separagao
de escalas estruturais, e que a escolha da SAF para realizar a aproximacgao no contexto em
que o problema original estd inserido depende de quao detalhadamente precisa-se conhecer o
comportamento local da solugdo exata.

Considere o problema original (1) com as condiges de contorno vy = 0, v; = 1, e coeficiente
a®(z) e termo independente f¢(x) definidos, respectivamente, por

-1
T 2rx 1 2rx
a*(z) = (14 —sen — e f(z)= - cos—, (64)
4 € €
cujos comportamentos sao apresentados nas Figuras 1 e 2, respectivamente.

Figura 1: Comportamentos do coeficiente a°(z) definido em (64) como a(z,z/¢) para ¢ = 2%,
k €{0,1,2,3} (esquerda) e como a(zx,y), y = z/e (direita).

—_—=05 |
—_—=025 |
£=0.125]

13 ‘

alx, )

R
(<N

[11- ) ORI .

0,00 0,25

Fonte: Dos autores.

Figura 2: Comportamento do termo independente f¢(x) definido em (64).

0,30

£=05 : . ; T
o1s I\ \—=e=0125 [} /fI

IEix)

el ety oo S B
0o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Fonte: Dos autores.
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Assim, a solugao exata (2) e (3) do problema original (1) com coeficiente e termo indepen-
dente dados por (64) e as condigbes de contorno vy = 0 e v; = 1 pode ser escrita como

(I+4i(1)) (eg5(x) +2) .

W@ = Sy e @), (65)

em que
g3 8m2a? dnx  128m o mx 47z dmx
. 10243 5— — COS + sen ——Tsen— sek=1
T 15 € € € €
9k (x) 2rx 27w 27w - (66)
sen — cos se k=2
€ € €

Por outro lado, de (64) tem-se que o coeficiente efetivo e o termo independente médio sao,
respectivamente,

~

a(z) = <1 + %sen 27ry>71 =1 e f(x)= <}Lcos 27ry> =0, (67)

de maneira que, dadas as condicoes de contorno vy = 0, v; = 1, a solucao do problema homoge-
neizado (35) e (20) é

u® (z,e) = up(x) = z. (68)
Por outro lado, a SAF u())(z, ) dada por (55) é
uM (z,e) =z + 8% sen’ 77?377 (69)
em que
Ni(z,y) = - sen® y (70)
47

é a solucao (29) do primeiro problema local com condi¢do de unicidade Ni(z,0) = 0, cujo
comportamento é apresentado na Figura 3.

Figura 3: Comportamentos da funcio local N{(z) como Nj(z,x/¢) parae =27% k € {0,1,2,3}
(esquerda) e como Ni(z,y), y = z/e (direita).

Fonte: Dos autores.

Ainda, observe que a SAF u(!) (z, €) em (69) é uma oscilacio ao redor da solucao do problema
homogeneizado uy(x).
Por outro lado, a SAF u(?(z,¢) dada por (52) é

4 2
u? (z,¢) = rhe— sen? T 4&? (z? + 8z — 32) sen? T | rsen —2 4 16sen 22 , (71)
€ € €

A7 € 25672
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em que
1 2 2
5 ((l‘ — 32) sen” my + msen47ry) sek=0
Now(wy) = § 25677 | (72
392 (:psen 7ry+2sen27ry) sek=1
T

e Noo(z,y) = xNoi(x,y) sdo, respectivamente, as solugoes (40), (45) e (49) dos segundos
problemas locais com condigoes de unicidade Nog(x,0) = 0, k € {0,1,2}, cujos comportamentos
sao apresentados nas Figuras 4, 5 e 6.

Figura 4: Comportamentos da funcio local N§,(z) como Ni(z,z/¢) parae = 27% k € {0,1,2,3}
(esquerda) e como Nag(z,y), y = x/e (direita).

X

0,00 025 0.50 0,75 1,00
0,000 T E
e=1
o002 M1\ e=[.5
— =025
e=(.125
-0,004 3
E -0,006 p={-{--+-\-+--f- \
L) L : o
e |
opos LY AW LA AL Ul [l 1 | Mg H
| : ¥
o012 AN AN RS | S Y A | S 10
: . 5

Fonte: Dos autores.

Figura 5: Comportamentos da fungo local N, (z) como Ny (z,xz/e) parae = 27% k € {0,1,2,3}
(esquerda) e como Naj(z,y), y = x/e (direita).

0,008 |-

_f.ﬂl
e=05
e=025 1N,

§ &=0.125] : i

0,008

i AARARAD (RRE RN

N, E ()

-0,004 |-

-0,006 |-

0,008 H L i 1 i 1 H 1.0
0,00 0,25 0.50 075 1,00 X

Fonte: Dos autores.

Note que, de fato, neste exemplo, Noo(x, y) nio contribui & SAF u(? (x, ) pois d?ug/dz? = 0.
Mesmo assim, Nay(z,y) é fornecido aqui para completude pois, por exemplo, basta considerar
algum f¢(z) tal que up(z) nio seja uma fungdo linear para ter-se d’ug/dx? # 0 e, portanto, a
contribuigao de Nao(x,y).

Na Figura 7, apresenta-se a comparacao da solugao exata u(z) dada por (65) e (66), com
as SAFs u(™(z,¢), m € {0,1,2}, dadas por (68), (69) e (71), respectivamente, para os valores
decrescentes do parametro pequeno € = 2"“, k € {0,1,2,3}, o que mostra qualitativamente que
us (), ul™ (z,e) — ug(x), m € {1,2}, quando ¢ — 0F.
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Figura 6: Comportamentos da funco local N, (z) como Ni(z,z/¢) parae = 27% k € {0,1,2,3}
(esquerda) e como Naa(z,y), y = x/c (direita).

0,008
0.006
0,004

0,002
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N ()

-0,002

-0,004 -

0,006 f=-

] | ;
0,008 " i " i . i N
0,00 025 0,50 0,75 1,00

Fonte: Dos autores.

Figura 7: Solucdo exata uf(z) e SAFs uU)(z,¢), j € {0,1,2} para e = 27%, k € {0,1,2,3}.

10 1,0
| ux,¢) u(x,¢)
—_—uz) — ) //
08 |- u(z)(x,s) 08 |- U(Z)(x’s) /
T Yo t(x,a) / - Yesa t(x'a) v
0,6 / 0,6
= =
; P =
=1 / S
04 / 04
02— // rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr 02
=1 £=0.5
0,0 0,0 "
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
X X
1,0 1,0
©) :
um(x,s) P o)
e— (X, E) 0 ’
—
0,8 |- u(z)(x,s) 08 - U(Z)(X«S) ...........................................................
—ru (XE) u(x,e)
ML ()
0,6 0 2
= o
X X
> 0,4 3014 [ S S SN o St AU SIS NI SN
0,2 0,2
£=0.25 £=0.125
0,0 " 0,0 .
0,0 0,2 0,4 X 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fonte: Dos autores.
Ainda, a qualidade da aproximacao uf(z) ~ u®(z,e) ~ uM(z,&) ~ ug(x), é quantificada

calculando o erro maximo absoluto E2, em que incorre a SAF u(™ (x,¢), m € {0, 1,2}, como
aproximacao da solugao exata u®(x), o qual é dado por

E; = |

e (k) _ €(m) — o, (K)
w@)— W@ mas vt (@) —u®o) ke o121 (73)
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e apresentado na Tabela 1, na qual observa-se que E5 < Ef < Ej para todos os valores de
€, ou seja, SAFs com mais termos aproximam melhor a solugdo exata. Ainda, observa-se que
Ef — 07, k € {0,1,2}, quando ¢ — 07, sendo mais rdpido o decrescimento do erro para as
SAFs com mais termos.

Tabela 1: Erros maximos absolutos Ef de ul®)(z,¢) via (73).

£ Es ES E§
1.000 813 x 107% 1.28 x 1072 3.10 x 102
0.500 3.30 x 10~* 3.32 x 1073 2.77 x 1072
0.250 1.61 x 10~* 8.50 x 104 1.69 x 1072
0.125 8.70 x 107> 2.10 x 1074 9.17 x 1073

Fonte: Dos autores.

Além disso, o comportamento do erro maximo absoluto apresentado na Tabela 1 é mostrado
ponto a ponto na Figura 8 considerando o erro relativo pontual percentual e} (x), k € {0, 1,2},
dado por 0

&€
e (z) =2 ("L‘;;)(x) w) 0. (74)

O comportamento do erro relativo ao longo do dominio demonstra ser periédico para a SAF
u0(z,¢) e decresce a amplitude conforme ¢ — 0. O erro de u(Y(z,¢) traz comportamento
periédico e amortecido & medida que o valor de z aumenta. O erro de u(?) (z,¢e) possui maior
estabilidade, o que significa, além de possuir valores préximos da solugao exata u®(z), seu grafico
possui um formato condizente com o gréafico exato.

Figura 8: Erros relativos das SAFs u)(z,¢), j € {0,1,2} como aproximacdes da solucio exata
uf(z) para e = 27% k€ {0,1,2,3}.
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Fonte: Dos autores.
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Conclusoes

Neste trabalho, apresentou-se 0 MHA como abordagem de construcao analitica de solugoes
aproximadas de problemas de valores de contorno. Em caso de impossibilidade de obter-se dire-
tamente a solugao exata de um certo problema, as SAFs de um, dois e trés termos fornecem boas
aproximacoes da solucao exata para valores suficientemente pequenos do parametro pequeno que
caracteriza a separacao de escalas estruturais. A escolha da SAF para realizar a aproximacao
depende de quao detalhadamente precisa-se conhecer o comportamento local da solucao exata.
Mais precisamente, a SAF de um termo é suficiente para representar a tendéncia da solucao
exata e corresponde ao comportamento macroscépico efetivo do meio micro-heterogéneo; a SAF
de dois termos inclui informagao do comportamento local da solugao exata, ou seja, da influéncia
da microestrutura; a SAF de trés termos pode ser empregada para representar com maior pre-
cis@o o comportamento local da solugdo exata quando a informagao fornecida pela SAF de dois
termos nao for suficiente para isto.
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