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Resumo: Neste trabalho, o método de homogeneização assintótica (MHA) é aplicado a um problema de
valores de contorno de Dirichlet para uma equação diferencial de segunda ordem, eĺıptica, unidimensional
e não homogênea, com coeficiente continuamente diferenciável e não homogeneidade cont́ınua. Ambos o
coeficiente e a não homogeneidade apresentam comportamentos localmente periódicos e rapidamente os-
cilantes. Como alternativas à solução exata, úteis em caso de haver grandes dificuldades na sua obtenção
direta, apresentam-se três soluções assintóticas formais (SAFs) na forma de séries em duas escalas em
termos de potências do parâmetro geométrico pequeno que caracteriza a separação de escalas estruturais
do meio localmente microperiódico modelado pelo problema descrito. Tais SAFs são constrúıdas a partir
das soluções da sequência recorrente de problemas para os coeficientes das potências do parâmetro pe-
queno formada pelos chamados problemas homogeneizado e locais sobre a célula de periodicidade. Ainda,
prova-se a proximidade entre a solução exata e as SAFs com relação ao parâmetro pequeno, o qual cons-
titui a justificativa matemática do MHA. Finalmente, apresenta-se um exemplo para ilustrar o fato de
que as três SAFs obtidas da aplicação do MHA são boas aproximações da solução exata.
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Asymptotic homogenization of a problem for an elliptic equation with locally
microperiodic continuously differentiable coefficient

Abstract: In this work, the asymptotic homogenization method (AHM) is applied to a Dirichlet boun-
dary problem for a non-homogeneous, one-dimensional, elliptic, second-order differential equation with
continuously differentiable coefficient and continuous non-homogeneity. Both the coefficient and non-
homogeneity exhibit locally periodic and rapidly oscillating behaviors. As alternatives to the exact solu-
tion, which are useful in case of existing great difficuities in directly obtaining it, three formal asymptotic
solutions (FASs) are presented in the form of two-scale series in terms of powers of the small geometric
parameter characterizing the separation of structural scales of the locally microperiodic medium modeled
by the described problem. Such FASs are constructed from the solutions of the recurrent sequence of
problems for the coefficients of the powers of the small parameter, which is form by the so-called homo-
genized problem and local problems over the periodicity cell. In addition, the proximity between the exact
solution and the FASs with respect to the small parameter is proven, which constitutes the mathematical
justification of the AHM. Finally, an example is presented in order to illustrate the fact that the three
FASs obtained by applying the AHM are good approximations of the exact solution.
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Introdução

Materiais heterogêneos ocorrem fundamentalmente em três formas: como compósitos, os
quais consistem em uma distribuição de domı́nios ocupados por materiais homogêneos diferen-
tes chamados de fases constituintes; como cerâmicos ou policristais, em que os domı́nios estão
ocupados pelo mesmo material homogêneo constituinte, mas em diversas configurações (TOR-
QUATO, 2002); ou como materiais funcionalmente graduados, nos quais a estrutura muda quase
continuamente como aqueles formados pela deposição de peĺıculas finas de escalas micro- a na-
nométrica (SADD, 2021). Ainda, combinações dessas três formas podem ser encontradas (ver,
por exemplo, MEDJMADJ et al. (2022), que estuda experimentalmente estruturas sandúıche
com miolo funcionalmente graduado). As heterogeneidades são facilmente encontradas nos meios
naturais, sejam eles o osso humano, atmosfera terrestre, madeiras, arenito, pulmões, tecidos ve-
getais e animais, os agregados celulares, tumores e demais recursos. Produtos manufaturados são
outros meios de obtenção de materiais heterogêneos, destacando-se os vários tipos de compósitos
como laminados, particulados, fibrosos e demais composições, todos desenvolvidos para diversas
aplicações. Tanto pela sua abundante presença na natureza, na ciência e na tecnologia, quanto
pela sua grande diversidade de aplicações reais e posśıveis, resulta necessário e relevante o estudo
do comportamento f́ısico dos meios heterogêneos.

Problemas que modelam materiais heterogêneos muitas das vezes possuem certas dificul-
dades. Por exemplo, materiais micro-heterogêneos (meios macroscopicamente homogêneos que
apresentam heterogeneidade microscópica cont́ınua) apresentam separação de escalas estruturais,
pelo qual são modelados mediante equações diferenciais com coeficientes rapidamente oscilan-
tes, o que dificulta (e muitas vezes impede) sua resolução anaĺıtica exata, precisando-se assim
de boas aproximações da solução, sejam anaĺıticas, semianaĺıticas ou numérico-computacionais.
Especificamente, a separação de escalas estruturais caracteŕıstica dos meios micro-heterogêneos
faz com que uma abordagem numérica direta precise de malhas muito finas para representar
adequadamente a variação rápida dos coeficientes, o qual aumenta consideravelmente o custo
computacional e compromete a convergência do método numérico escolhido (ver TIJONOV;
SAMARSKY (1972, p.653) para um exemplo de esquema de diferenças finitas corretamente
formulado que converge para uma função que não é a solução do problema).

Como alternativa, para favorecer a resolução dos problemas que modelam acuradamente o
comportamento f́ısico dos meios micro-heterogêneos, este trabalho apresenta o método de homo-
geneização assintótica (MHA; ver, por exemplo, BAKHVALOV; PANASENKO (1989)), o qual
possibilita a obtenção de boas aproximações (anaĺıticas e semianaĺıticas) da solução exata do
problema em questão (LIMA et al., 2016). Isto é, da separação de escalas estruturais do meio
e a continuidade de sua microestrutura, tem-se o cumprimento da chamada hipótese de homo-
geneidade equivalente. Basicamente, o MHA consiste na obtenção, partindo do problema para
o meio micro-heterogêneo geralmente periódico (problema original), de um problema para um
meio homogêneo ideal equivalente em certo sentido ao meio micro-heterogêneo (problema homo-
geneizado). Metodologicamente, o MHA baseia-se na construção formal de uma série assintótica
em duas escalas da solução do problema de valores iniciais e de contorno com coeficientes rapida-
mente oscilantes que modela o fenômeno estudado. Este desenvolvimento assintótico é realizado
em termos de potências do parâmetro geométrico pequeno que caracteriza a separação de esca-
las, e cujos coeficientes são funções incógnitas. Logo, o problema original se desacopla em uma
recorrência de problemas para obter cada uma das funções incógnitas que formam a assintótica
da solução procurada (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Nos anos 1960’s e 1970’s formularam-se as primeiras teorias matemáticas de homogeneização.
Inicialmente, a concepção era encontrar uma solução assintótica formal (SAF) das equações em
derivadas parciais que dependem do parâmetro pequeno ε (que representa a separação de escalas
estruturais do meio) e com coeficientes periódicos rapidamente oscilantes que formam o compor-
tamento constitutivo do meio heterogêneo. Especificamente, a SAF é uma série de potências de ε
em duas escalas cuja substituição no problema para o meio heterogêneo produz uma recorrência
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de problemas para os coeficientes das potências de ε, dos quais obtém-se os chamados problemas
locais, e o problema homogeneizado. Neste último, as equações têm coeficientes constantes cha-
mados de efetivos, os quais caracterizam o comportamento f́ısico do meio homogêneo equivalente
e, portanto, o comportamento efetivo do meio heterogêneo original. Logo, a hipótese de homoge-
neidade equivalente pode ser representada matematicamente pela igualdade assintótica uε ∼ u0
para ε suficientemente pequeno, em que uε é a solução do problema original com coeficientes
rapidamente oscilantes para o meio micro-heterogêneo, e u0 é a solução do problema homoge-
neizado com coeficientes constantes para o meio homogêneo equivalente. Isto é, uε−u0 = O(ε),
ou seja, uε e u0 são ε-próximas quando ε → 0+ na norma ∥ · ∥ do espaço de funções em que
elas são procuradas. Especificamente, isto significa que existe uma constante C ∈ R∗

+ tal que
∥uε − u0∥ ≤ Cε quando ε → 0+ (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989; PANASENKO, 2008).

A aplicação mais importante do MHA é a caracterização de meios microperiódicos me-
diante a obtenção de suas propriedades efetivas. Por exemplo, em BRAVO-CASTILLERO
et al. (2001), GUINOVART-DÍAZ et al. (2001), RODRÍGUEZ-RAMOS et al. (2001) e SA-
BINA et al. (2001), obtiveram-se expressões fechadas para coeficientes efetivos de compósitos
reforçados por fibras ciĺındricas com periodicidade quadrada e hexagonal, e fases transversal-
mente isotrópicas nos contextos da elasticidade e a piezeletricidade; e em SABINA et al. (2002) e
BRAVO-CASTILLERO et al. (2006), obtiveram-se fórmulas fechadas para as propriedades efe-
tivas de compósitos elásticos com fases isotrópicas, reforçadas por fibras circulares distribúıdas
em esquemas quadrados e hexagonais, incluindo os casos limite de fibras vazias ou infinitamente
ŕıgidas e se prova que estão contidas no intervalo definido pelas cotas lineares de BRUNO (1991).

Por outro lado, o MHA possibilita a construção de SAFs de qualquer ordem de precisão em
ε, o qual é muito útil em situações em que é necessário conhecer detalhadamente a influência
da microestrutura no comportamento efetivo do material microperiódico (SU et al., 2011a,b;
DONG et al., 2014; DÉCIO JR. et al., 2019). Em geral, isto não é posśıvel mediante os outros
métodos de homogeneização matemática, os quais produzem SAFs até a primeira ordem em
ε, isto é, SAFs formadas por u0 mais um corretor local de ordem O(ε) (DÉCIO JR. et al.,
2019). Essa caracteŕıstica do MHA permite estudar mais acuradamente o comportamento de
meios localmente microperiódicos, isto é, meios que apresentam diferentes tipos de periodicidade
em regiões diferentes do domı́nio (ver LOPEZ-PAMIES et al. (2008), LOPEZ-PAMIES; IDIART
(2010) e RACHERLA et al. (2010) para estudos deste tipo de micro-heterogeneidade no contexto
da hiperelasticidade via homogeneização variacional).

O objetivo deste trabalho é aplicar MHA a um problema de valores de contorno de Diri-
chlet para uma equação eĺıptica linear não homogênea unidimensional com coeficiente local-
mente periódico rapidamente oscilante e continuamente diferenciável que modela, por exemplo,
o equiĺıbrio mecânico de uma barra elástica localmente microperiódica e funcionalmente gradu-
ada. O caráter linear unidimensional da equação considerada permite a resolver exatamente o
problema mediante integração direta, o qual não é posśıvel na maioria das situações e é apresen-
tado aqui para ilustrar o fato de que as SAFs obtidas via MHA produzem boas aproximações
da solução exata. A aplicação do MHA é desenvolvida rigorosamente com um ńıvel de deta-
lhes raramente encontrado na literatura especializada. O fato do coeficiente ser continuamente
diferenciável é pouco considerado na literatura de modelagem matemática/computacional de
materiais heterogêneos, sendo muito mais difundido o estudo de materiais compósitos cujas pro-
priedades f́ısicas são modeladas como sendo constantes por partes. Ainda, o caráter localmente
periódico do coeficiente também é pouco considerado na literatura. Além disso, o exemplo desen-
volvido é original e ilustra adequadamente os resultados teóricos, os quais, por sua vez, podem
ser generalizados naturalmente para modelar situações tridimensionais em que a heterogeneidade
ocorre em uma direção (por exemplo, esferas e cilindros centrossimétricos com heterogeneidade
na direção radial e compósitos laminados com lâminas funcionalmente graduadas).

Depois desta Introdução, o trabalho está organizado nas cinco seções seguintes: Formulação
do problema, Aplicação do MHA, Justificativa matemática do MHA, Exemplo e Conclusões.
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Formulação do problema

Seja o parâmetro ε tal que 0 < ε ≪ 1. Sejam aε ∈ C1([0, 1]), f ε ∈ C([0, 1]), com aε

estritamente positiva e limitada, tais que aε(x) = a(x, x/ε) e f ε(x) = f(x, x/ε) em que a ∈
C1 ([0, 1]× R+), f ∈ C ([0, 1]× R+) são ε-periódicas na segunda componente. Sejam ν0, ν1 ∈ R
constantes. Considere o seguinte problema de valores de contorno: para cada ε > 0, encontrar
uε ∈ C2([0, 1]) tal que 

d

dx

[
aε(x)

duε

dx

]
+ f ε(x) = 0, x ∈ (0, 1)

uε(0) = ν0, uε(1) = ν1

. (1)

O problema (1) apresenta as caracteŕısticas fundamentais dos modelos de meios heterogêneos
com microestrutura localmente periódica e, por ser suficientemente simples, permite sua re-
solução anaĺıtica por integração direta. Assim, a solução exata uε(x) do problema (1) é

uε(x) =

∫ x

0

1

aε(s)

[
Cε −

∫ s

0
f ε(t)dt

]
ds+ ν0, (2)

em que

Cε =

(∫ 1

0

ds

aε(s)

)−1 [
ν1 − ν0 +

∫ 1

0

1

aε(s)

∫ s

0
f ε(t)dtds

]
. (3)

É importante observar que, na maioria dos problemas que surgem na modelagem de fenômenos
em escalas múltiplas, expressões fechadas para suas soluções exatas não estão dispońıveis. Neste
trabalho, a solução exata uε(x) do problema (1) dada por (2) e (3), é apresentada aqui para
controlar a qualidade das aproximações dadas na forma de SAFs que são obtidas da aplicação do
MHA (ver DÉCIO JR. et al. (2019) e PÉREZ-FERNÁNDEZ (2021) para estudos relacionados
em dois contextos não lineares).

Aplicação do MHA

A ideia fundamental do MHA é procurar uma SAF do problema original como uma expansão
em série assintótica de potências de ε em duas escalas x e y = x/ε, chamadas de variável global
ou lenta e variável local ou rápida, respectivamente, da forma

uε(x) ∼ u(∞)(x, ε) =
∞∑
k=0

εkuk(x, y), y =
x

ε
. (4)

Ao substituir a SAF u(∞)(x, ε) no problema original (1) obtém-se uma sequência recorrente
de problemas para os coeficientes uk ∈ C2([0, 1] × R+), k ∈ {0} ∪ N, das potências de ε,
1-periódicos em y. Dessa recorrência, determinam-se o problema homogeneizado para u0(x)
(prova-se que não depende de y) e os problemas locais sobre a célula de periodicidade (elemento
microestrutural básico cuja replicação periódica reproduz a estrutura do meio micro-heterogêneo
localmente periódico) para as funções locais 1-periódicas em y relacionadas aos uk(x, y) (no
caso mais simples do meio totalmente periódico para o qual aε(x) = a(x/ε), as funções locais
Nk(y) são tais que uk(x, y) = Nk(y)(d

ku0/dx
k) produzindo o chamado ansatz de Bakhvalov, ver

PANASENKO (2008)). Por fim, tem-se que quando ε tende a zero, a solução exata uε(x) e a
SAF u(∞)(x, ε) do problema original (1) convergem para a solução do problema homogeneizado
(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Na maioria das aplicações do MHA, é suficiente adotar a SAF u(2)(x, ε) dada por

uε(x) ∼ u(2)(x, ε) = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y), y =
x

ε
. (5)
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Substituindo a SAF (5) na equação do problema (1) e utilizando a regra da cadeia para a
derivada com relação à variável global/lenta x, tem-se(

∂

∂x
+ ε−1 ∂

∂y

)[
a(x, y)

(
∂

∂x
+ ε−1 ∂

∂y

)
u(2)(x, ε)

]
+ f(x, y) ∼ 0. (6)

Considerando que x e y são independentes e o operador diferencial linear

Lαβ =
∂

∂α

(
a(x, y)

∂

∂β

)
, α, β ∈ {x, y}, (7)

em (6) explicitando a SAF (5) tem-se

Lxx

[
u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y)

]
+ Lxy

[
ε−1u0(x, y) + u1(x, y) + εu2(x, y)

]
+ Lyx

[
ε−1u0(x, y) + u1(x, y) + εu2(x, y)

]
+ Lyy

[
ε−2u0(x, y) + ε−1u1(x, y) + u2(x, y)

]
. (8)

+ f(x, y) ∼ 0

Visto que 0 < ε ≪ 1, para cumprir-se a igualdade assintótica (8) os termos das potências não
positivas do parâmetro pequeno ε devem anular-se. Logo, agrupando as potências de ε tem-se

ε−2Lyyu0(x, y) + ε−1 [Lyyu1(x, y) + Lyxu0(x, y) + Lxyu0(x, y)] (9)

+ ε0 [Lyyu2(x, y) + Lxyu1(x, y) + Lyxu1(x, y) + Lxxu0(x, y) + f(x, y)] = O(ε),

em que O(ε) representa a reunião de termos proporcionais às potências positivas de ε. Assim,
de (9) resulta o seguinte sistema de equações recorrentes:

ε−2 : Lyyu0(x, y) = 0, (10)

ε−1 : Lyyu1(x, y) = −Lyxu0(x, y)− Lxyu0(x, y), (11)

ε0 : Lyyu2(x, y) = −Lxyu1(x, y)− Lyxu1(x, y)− Lxxu0(x, y)− f(x, y). (12)

Formalmente, (10)-(12) precisam ser complementadas com condições que garantam a unici-
dade de suas soluções. Logo, de substituir a SAF (5) nas condições de contorno do problema
original (1) considerando a 1-periodicidade em y de uk(x, y), k ∈ {0, 1, 2}, obtém-se as condições

u0(0, 0) = ν0, u0(1, 0) = ν1, (13)

uk(0, 0) = uk(1, 0) = 0, k ∈ {1, 2}. (14)

Por outro lado, condições alternativas para a unicidade das soluções de (10)-(12) são obtidas
de observar que, em presença de separação de escalas estruturais (0 < ε ≪ 1), o comportamento
f́ısico do meio heterogêneo deve ser dominado pela escala macroscópica, ou seja, uε = O(1),
de maneira que independente da microestrutura e sua escala, ou seja, independente de y e
ε (sobre efeitos de escala não desprezáveis no contexto do MHA, ver, por exemplo, BRAVO-
CASTILLERO et al. (2024)). Assim, considerando a independência de x e y e a 1-periodicidade
em y de uk(x, y), k ∈ {0, 1, 2}, o valor médio da SAF (5) com relação à microescala é

uε(x) ∼ ε

∫ 1/ε

0

(
u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y)

)
dy

= ⟨u0(x, y)⟩+ ε⟨u1(x, y)⟩+ ε2⟨u2(x, y)⟩, (15)

em que ⟨·⟩ ≡
∫ 1
0 (·)dy é o operador de valor médio sobre a célula de periodicidade [0, 1] ∋ y.

Logo, notando que ⟨u0(x, y)⟩ = O(1) e a arbitrariedade de ε em (15), obtêm-se as condições

uε(x) ∼ ⟨u0(x, y)⟩, ⟨uk(x, y)⟩ = 0, k ∈ {1, 2}. (16)
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Assim, os problemas para encontrar uk(x, y), k ∈ {0, 1, 2}, coeficientes 1-periódicos em y da
SAF (5) do problema original (1) são, respectivamente, (10) com (13) ou a primeira condição
em (16), (11) com (14) ou a segunda condição em (16) para k = 1, e (12) com (14) ou a segunda
condição em (16) para k = 2.

Agora, observe que as equações na recorrência (10)-(12), para cada x fixo, são da forma
LN(y) = F (y), em que L ≡ (d/dy)(α(y)d/dy), α(y) ≡ a(x, y). O Lema a seguir fornece uma
condição necessária e suficiente para a existência de N(y) solução 1-periódica dessa equação
genérica, o qual é aplicado imediatamente depois para encontrar as soluções 1-periódicas em y
do sistema recorrente (10)-(12) sujeito às condições (13) e (14), ou (16).

Lema (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejam F (y) e α(y) funções 1-periódicas, com α(y)
diferenciável, estritamente positiva e limitada. Então, uma condição necessária e suficiente para
a existência de N(y) solução 1-periódica da equação LN(y) = F (y) é que ⟨F (y)⟩ = 0. Ainda, a
solução 1-periódica é única salvo uma constante aditiva C ∈ R, ou seja, N (y, C) = Ñ(y) + C
em que Ñ(0) = 0 ou ⟨Ñ(y)⟩ = 0.
Demonstração: ver pp. 19-21 de BAKHVALOV; PANASENKO (1989).

(a) Aplicação do Lema a (10) referente a u0(x, y):

Explicitamente, (10) é
∂

∂y

[
a(x, y)

∂u0
∂y

]
= 0, (17)

da qual, identificando com as grandezas no Lema, toma-se N(y) ≡ u0(x, y) e F (y) ≡ 0
para cada x fixo, e garante-se assim a existência de u0(x, y) 1-periódica em y solução de
(10), pois ⟨F (y)⟩ = ⟨0⟩ = 0.

Integrando (17) com relação à variável local/rápida y, tem-se que

a(x, y)
∂u0
∂y

= C0(x), (18)

em que C0(x) é uma constante com relação a y. Uma vez que a(x, y) é positiva, é posśıvel
isolar a derivada em (18) e aplicar o operador de média ⟨·⟩ à equação resultante levando
em conta que u0(x, y) é 1-periódica em y. Assim,

∂u0
∂y

=
C0(x)

a(x, y)
=⇒ 0 =

〈
∂u0
∂y

〉
= C0(x)

〈
[a(x, y)]−1

〉
=⇒ C0(x) = 0

=⇒ ∂u0
∂y

= 0 =⇒ u0(x, y) = u0(x) (19)

ou seja, u0 independe de y. Diante disso, reescrevendo as condições (13) e a primeira
de (16), respectivamente, obtém-se

u0(0) = ν0, u0(1) = ν1, (20)

uε(x) ∼ u0(x). (21)

(b) Aplicação do Lema a (11) referente a u1(x, y):

Por u0(x) não depender de y, conforme (19), segue que (11) reduz-se a

∂

∂y

[
a(x, y)

∂u1
∂y

]
= −∂a

∂y

du0
dx

, (22)

em queN(y) ≡ u1(x, y) e F (y) ≡ −(∂a/∂y)(du0/dx) para cada x fixo por identificação com
as grandezas no Lema, garantindo-se assim a existência de u1(x, y) 1-periódica em y solução
de (22) pois, dado que a(x, y) é 1-periódica em y, tem-se ⟨F (y)⟩ = −⟨∂a/∂y⟩ (du0/dx) = 0.
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O formato do lado direito de (22) sugere procurar u1(x, y) da forma

u1(x, y) = N1(x, y)
du0
dx

, (23)

em que, para cada x fixo, N1(x, y) é 1-periódica em y tal queN1(x, 0) = 0 ou ⟨N1(x, y)⟩ = 0,
que são as condições obtidas de substituir (23) nas condições (14) e (16) para k = 1,
respectivamente, considerando x e y independentes.

Substituindo (23) em (22) tem-se

∂

∂y

[
a(x, y)

∂N1

∂y
+ a(x, y)

]
du0
dx

= 0. (24)

Assim, com du0/dx ̸= 0, N1(x, y) é a solução 1-periódica em y do chamado primeiro
problema local definido, para cada x fixo, pela equação

∂

∂y

[
a(x, y)

∂N1

∂y
+ a(x, y)

]
= 0 (25)

e por uma das condições N1(x, 0) = 0 ou ⟨N1(x, y)⟩ = 0.

Observe que, da identificação N(y) ≡ N1(x, y) e F (y) = −∂a/∂y para x fixo, o Lema
garante que existe N1(x, y) solução 1-periódica em y de (25), pois ⟨F (y)⟩ = −⟨∂a/∂y⟩ = 0
dado que a(x, y) é 1-periódica em y.

Integrando (25) com relação a y, tem-se que

a(x, y)
∂N1

∂y
+ a(x, y) = C1(x), (26)

em que C1(x) é uma constante com relação a y. Uma vez que a(x, y) é positiva, é posśıvel
isolar a derivada em (26) e aplicar o operador de valor médio ⟨·⟩ à equação resultante
levando em conta que N1(x, y) é 1-periódica em y. Assim,

∂N1

∂y
=

C1(x)

a(x, y)
− 1 =⇒ 0 =

〈
∂N1

∂y

〉
= C1(x)

〈
[a(x, y)]−1

〉
− 1

=⇒ C1(x) =
〈
[a(x, y)]−1

〉−1 ≡ â(x) (27)

em que â(x) é o coeficiente efetivo. Observe que, de (26) e (27), tem-se

â(x) =
〈
[a(x, y)]−1

〉−1
= a(x, y)

∂N1

∂y
+ a(x, y). (28)

Assim, a solução 1-periódica do primeiro problema local (25) é

N1(x, y) =

∫ y

0

[
â(x)

a(x, s)
− 1

]
ds+ C2(x), (29)

que é única salvo uma constante aditiva C2(x), a qual, dependendo da condição de unici-
dade escolhida, é dada por

C2(x) =

 0 se N1(x, 0) = 0

−
〈∫ y

0

[
â(x)

a(x, s)
− 1

]
ds

〉
se ⟨N1(x, y)⟩ = 0

. (30)
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(c) Aplicação do Lema a (12) referente a u2(x, y):

Como u0(x) não depende de y por (19), e u1(x, y) é dada por (23), (12) se escreve como

∂

∂y

[
a(x, y)

∂u2
∂y

]
=− ∂

∂y

[
a(x, y)

∂

∂x

(
N1(x, y)

du0
dx

)]
− ∂

∂x

[
a(x, y)

∂N1

∂y

du0
dx

]
− ∂

∂x

[
a(x, y)

du0
dx

]
− f(x, y), (31)

ou, ainda, usando (28) em (31),

∂

∂y

[
a(x, y)

∂u2
∂y

]
= − ∂

∂y

[
a(x, y)

∂

∂x

(
N1(x, y)

du0
dx

)]
− d

dx

[
â(x)

du0
dx

]
− f(x, y), (32)

em que, identificando com as grandezas no Lema, N(y) ≡ u2(x, y) e sendo F (y) o lado
direito de (32) para cada x fixo, existe u2(x, y) 1-periódica em y solução de (32) se, e
somente se,〈

∂

∂y

[
a(x, y)

∂

∂x

(
N1(x, y)

du0
dx

)]
+

d

dx

[
â(x)

du0
dx

]
+ f(x, y)

〉
= 0. (33)

Levando em conta que a(x, y) e N1(x, y) são 1-periódicas em y, de maneira que〈
∂

∂y

[
a(x, y)

∂

∂x

(
N1(x, y)

du0
dx

)]〉
= 0, (34)

segue que a condição necessária e suficiente (33) para a existência de u2(x, y) solução
1-periódica em y de (32) reduz-se à equação homogeneizada

d

dx

[
â(x)

du0
dx

]
+ f̂(x) = 0, (35)

em que f̂(x) = ⟨f(x, y)⟩, ou seja, existe u2(x, y) solução 1-periódica em y de (32) se, e
somente se, existe u0(x) solução do problema homogeneizado definido pela equação
homogeneizada (35) e as condições de contorno (20) obtidas ao substituir a SAF (5) nas
condições de contorno do problema original (1) com u0(x) independente de y.

Seja u0(x) a solução do problema homogeneizado. Então, (35) é uma identidade, u1(x, y)
em (23) com N1(x, y) solução 1-periódica em y do primeiro problema local está completa-
mente determinado, e u2(x, y) é solução 1-periódica em y de

∂

∂y

[
a(x, y)

∂u2
∂y

]
= f̂(x)−f(x, y)− ∂

∂y

[
a(x, y)

∂N1

∂x

]
du0
dx

− ∂

∂y
[a(x, y)N1(x, y)]

d2u0
dx2

, (36)

obtida ao substituir (35) em (32) e abrindo a derivada com relação a x mais externa no
primeiro termo do lado direito.

De forma análoga ao realizado para u1(x, y) em (22) e à análise subsequente, o formato
do lado direito de (36) sugere procurar u2(x, y) da forma

u2(x, y) = N20(x, y) +N21(x, y)
du0
dx

+N22(x, y)
d2u0
dx2

, (37)

em queN2k(x, y), k ∈ {0, 1, 2}, são 1-periódicas em y comN2k(x, 0) = 0 ou ⟨N2k(x, y)⟩ = 0,
que são as condições obtidas ao substituir (37) nas condições (14) e (16) para k = 2, respec-
tivamente, considerando x e y independentes. Substituindo (37) em (36) e considerando
dmu0/dx

m ̸= 0, m ∈ {1, 2}, tem-se que N2k(x, y), k ∈ {0, 1, 2}, são, respectivamente, as
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soluções 1-periódicas em y dos três segundos problemas locais definidos, para cada x
fixo, pela equações

∂

∂y

[
a(x, y)

∂N2k

∂y

]
=



f̂(x)− f(x, y) se k = 0

− ∂

∂y

[
a(x, y)

∂N1

∂x

]
se k = 1

− ∂

∂y
[a(x, y)N1(x, y)] se k = 2

. (38)

e uma das famı́lias de condições N2k(x, 0) = 0 ou ⟨N2k(x, y)⟩ = 0, k ∈ {0, 1, 2}. Observe
que, em virtude da definição de f̂(x) e a 1-periodicidade em y de a(x, y) e N1(x, y),
o Lema garante a existência de N2k(x, y), k ∈ {0, 1, 2}, soluções 1-periódicas em y do
segundos problemas locais (38). Assim, seguindo um procedimento similar ao de resolução
do primeiro problema local (25), tem-se:

(c.1) Primeiro dos segundos problemas locais referente a N20(x, y) ((38) com k = 0):

A solução N20(x, y), 1-periódica em y, do primeiro segundo problema local

∂

∂y

[
a(x, y)

∂N20

∂y

]
= f̂(x)− f(x, y) (39)

é

N20(x, y) =

∫ y

0

1

a(x, s)

[∫ s

0

(
f̂(x)− f(x, t)

)
dt+ C10(x)

]
ds+ C20(x), (40)

em que

C10(x) = â(x)

〈
1

a(x, y)

∫ y

0

(
f(x, s)− f̂(x)

)
ds

〉
(41)

e
N20(x, 0) = 0 =⇒ C20(x) = 0 (42)

ou

⟨N20(x, y)⟩=0 =⇒ C20(x)=

〈∫ y

0

1

a(x, s)

[∫ s

0

(
f(x, t)− f̂(x)

)
dt− C10(x)

]
ds

〉
. (43)

(c.2) Segundo dos segundos problemas locais referente a N21(x, y) ((38) com k = 1):

A solução N21(x, y), 1-periódica em y, do segundo segundo problema local

∂

∂y

[
a(x, y)

∂N21

∂y

]
= − ∂

∂y

[
a(x, y)

∂N1

∂x

]
(44)

é

N21(x, y) =

∫ y

0

[
â(x)

a(x, s)

〈
∂N1

∂x

〉
− ∂N1

∂x

]
ds+ C21(x), (45)

em que
N21(x, 0) = 0 =⇒ C21(x) = 0, (46)

ou

⟨N21(x, y)⟩ = 0 =⇒ C21(x) =

〈∫ y

0

[
∂N1

∂x
− â(x)

a(x, s)

〈
∂N1

∂x

〉]
ds

〉
. (47)

(c.3) Terceiro dos segundos problemas locais referente a N22(x, y) ((38) com k = 2):

A solução N22(x, y), 1-periódica em y, do terceiro segundo problema local

∂

∂y

[
a(x, y)

∂N22

∂y

]
= − ∂

∂y
[a(x, y)N1(x, y)] (48)
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é

N22(x, y) =

∫ y

0

[
â(x)

a(x, s)
⟨N1(x, s)⟩ −N1(x, s)

]
ds+ C22(x), (49)

em que
N22(x, 0) = 0 =⇒ C22(x) = 0 (50)

ou

⟨N22(x, y)⟩ = 0 =⇒ C22(x) =

〈∫ y

0

[
N1(x, s)−

â(x)

a(x, s)
⟨N1(x, s)⟩

]
ds

〉
. (51)

Assim, sendo u0(x) a solução do problema homogeneizado (35) e (20), u2(x, y) em (37)
fica totalmente determinado por (40) com (41) e (42) ou (43), (45) com (46) ou (47), e
(49) com (50) ou (51).

Assim, das considerações apresentadas até aqui, segue que a SAF (5) é especificada como

uε(x) ∼ u(2)(x, ε) = u0(x) + εN ε
1 (x)

du0
dx

+ ε2
(
N ε

20(x) +N ε
21(x)

du0
dx

+N ε
22(x)

d2u0
dx2

)
, (52)

em que N ε
(·)(x) = N(·)(x, x/ε), e u0(x) é a solução do problema homogeneizado definido pela

equação homogeneizada (35) e as condições de contorno (20) e que pode ser obtida por integração
direta como

u0(x) =

∫ x

0

1

â(s)

[
C0 −

∫ s

0
f̂(t)dt

]
ds+ ν0, (53)

em que

C0 =

(∫ 1

0

ds

â(s)

)−1 [
ν1 − ν0 +

∫ 1

0

1

aε(s)

∫ s

0
f̂(t)dtds

]
. (54)

A maioria das aplicações na literatura consideram apenas os dois primeiros termos da SAF
u(2)(x, ε) dada por (52), produzindo-se, assim, a SAF u(1)(x, ε) dada por

uε(x) ∼ u(1)(x, ε) = u0(x) + εN ε
1 (x)

du0
dx

. (55)

Ainda, observe que a SAF mais simples é, de fato, independente de ε:

u(0)(x, ε) = u0(x). (56)

Finalmente, note que, de fato, tem-se constrúıdo duas famı́lias de SAFs dependendo das
condições de unicidade escolhidas para as soluções dos problemas locais. Isto faz com que as
SAFs da famı́lia constrúıda com as condições de Dirichlet homogêneas (N(0) = 0) cumpram as
condições de contorno do problema original (1), pois delas foram herdadas. Por outro lado, as
SAFs dependentes de ε da famı́lia constrúıda com as condições de média nula (⟨N(y)⟩ = 0) não
cumprem as condições de contorno salvo em casos particulares (ver, por exemplo, LIMA et al.
(2018)) e, portanto, são válidas só no interior do domı́nio. Caso necessário, tais SAFs precisam
ser modificadas corrigidas mediante, por exemplo, alguma técnica de camada limite (ROCHA,
2010) ou de função de corte (LIMA et al., 2018).

Ainda, na maioria das aplicações do MHA que pretendem caracterizar o comportamento
efetivo de um material heterogêneo constitutivamente linear, ou seja, obter seus coeficientes
efetivos, as condições de unicidade para os problemas locais são irrelevantes, pois os coeficientes
efetivos só dependem das derivadas das soluções dos problemas locais. Assim, com estas con-
siderações, e levando em conta a dificuldade de avaliar as condições de contorno em problemas
multidimensionais, a condição de unicidade usualmente escolhida é a condição de média nula
oriunda da condição de que a média da solução exata com relação à microestrutura deve ser o
primeiro termo das SAF, isto é, aquele que provadamente não depende de y nem de ε, de maneira
análoga a (15) e à análise posterior (para enunciado e demonstração da versão multidimensional
do Lema com condição de média nula, ver p. 106 de BAKHVALOV; PANASENKO (1989)).
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Justificativa matemática do MHA

Deve-se provar que vale a hipótese de homogeneidade equivalente, ou seja, a ε-proximidade
entre uε(x) (solução do problema original (1)) e u0(x) (solução do problema homogeneizado (35)
e (20)) quando ε → 0+ na norma ∥ · ∥C([0,1]) = max

x∈[0,1]
{| · |}. Em LUZ et al. (2022), isto é provado

para o caso particular em que aε(x) = a(x/ε), com relação à norma de L2([0, 1]), pois considera
os casos de coeficiente continuamente diferenciável e coeficiente constante por partes.

Seja F ε(x) = F (x, x/ε) o erro da SAF u(1)(x, ε) em (55) que cumpre as condições de contorno
do problema original (1) como aproximação da solução exata uε(x), ou seja,

d

dx

[
aε(x)

du(1)

dx

]
+ f ε(x) = F ε(x), x ∈ (0, 1)

u(1)(0) = ν0, u(1)(1) = ν1

. (57)

Em virtude da linearidade dos problemas (1) e (57), a diferença entre eles produz o problema
d

dx

[
aε(x)

d

dx

(
uε(x)− u(1)(x, ε)

)]
+ F ε(x) = 0, x ∈ (0, 1)

uε(0)− u(1)(0, ε) = uε(1)− u(1)(1, ε) = 0
, (58)

a partir do qual é posśıvel estimar a diferença uε(x)−u(1)(x, ε) mediante a aplicação da estimativa
no Teorema 3.2, p.27, de LARSSON; THOMÉE (2009), oriunda do prinćıpio do máximo para
um problema de Dirichlet para equações eĺıpticas no Teorema 3.1, pp. 26-27, de LARSSON;
THOMÉE (2009), isto é, existe uma constante C ∈ R∗

+ tal que

∥uε − u(1)∥C([0,1]) ≤ C∥F ε∥C([0,1]). (59)

Assim, para estimar a diferença uε(x)− u(1)(x, ε) basta obter uma estimativa do erro F ε(x).
Ao substituir a SAF u(1)(x, ε) dada em (55) na equação do problema (57) e operar algebri-

camente levando em conta o coeficiente efetivo â(x) em (28), a equação do primeiro problema
local (25), a equação homogeneizada (35), e (36) com u2(x, x/ε) ≡ 0 da SAF u(1)(x, ε), obtém-se

F ε(x) = −ε
∂

∂x

[
aε(x)

∂

∂x

(
N ε

1 (x)
du0
dx

)]
=⇒ ∥F ε∥C([0,1]) ≤ Aε, (60)

em que a constante A ∈ R∗
+ resulta de aplicar o Teorema de Weierstrass (Corolário, p.239, de

LIMA (2010)) considerando que aε ∈ C1([0, 1]), N ε
1 ∈ C2([0, 1]) e assumindo que u0 ∈ C3([0, 1]).

Logo, pondo a estimativa (60) para F ε(x) na estimativa (59) para uε(x)− u(1)(x, ε), tem-se

∥uε − u(1)∥C([0,1]) ≤ ACε ⇐⇒ uε(x)− u(1)(x, ε) = O(ε) ⇐⇒ uε(x) ∼ u(1)(x, ε). (61)

Por outro lado, da SAF u(1)(x, ε) em (55) tem-se

u(1)(x, ε)− u0(x) = εN ε
1 (x)

du0
dx

=⇒∥u(1) − u0∥C([0,1]) ≤ Bε

⇐⇒u(1)(x, ε)− u0(x) = O(ε) ⇐⇒ u(1)(x, ε) ∼ u0(x), (62)

em que a constante B ∈ R∗
+ resulta de aplicar o Teorema de Weierstrass.

Portanto, de utilizar (61) e (62) na desigualdade triangular para ∥uε − u0∥C([0,1]), segue que

∥uε − u0∥C([0,1]) = ∥uε − u(1) + u(1) − u0∥C([0,1]) ≤ ∥uε − u(1)∥C([0,1]) + ∥u(1) − u0∥C([0,1])

≤ ACε+Bε = (AC+B)ε =⇒ uε(x)− u0(x) = O(ε) ⇐⇒ uε(x) ∼ u0(x), (63)

como se queria demonstrar.
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Exemplo

Nesta seção, apresenta-se um exemplo em que se compara a solução exata uε(x) com as
SAFs u(k)(x, ε), k ∈ {0, 1, 2}, para valores decrescentes de ε e, dessa maneira, ilustrar o fato
de que uε(x) ∼ u(2)(x, ε) ∼ u(1)(x, ε) ∼ u(0)(x, ε) = u0(x), ou seja, uε(x), u(k)(x, ε) −→ u0(x),
k ∈ {1, 2}, quando ε → 0+. Isto é, em caso de impossibilidade de obter-se a solução exata de
um certo problema, as SAFs de um, dois e três termos fornecem boas aproximações da solução
exata para valores suficientemente pequenos do parâmetro pequeno que caracteriza a separação
de escalas estruturais, e que a escolha da SAF para realizar a aproximação no contexto em
que o problema original está inserido depende de quão detalhadamente precisa-se conhecer o
comportamento local da solução exata.

Considere o problema original (1) com as condições de contorno ν0 = 0, ν1 = 1, e coeficiente
aε(x) e termo independente f ε(x) definidos, respectivamente, por

aε(x) =

(
1 +

x

4
sen

2πx

ε

)−1

e f ε(x) =
1

4
cos

2πx

ε
, (64)

cujos comportamentos são apresentados nas Figuras 1 e 2, respectivamente.

Figura 1: Comportamentos do coeficiente aε(x) definido em (64) como a(x, x/ε) para ε = 2−k,
k ∈ {0, 1, 2, 3} (esquerda) e como a(x, y), y = x/ε (direita).

Fonte: Dos autores.

Figura 2: Comportamento do termo independente f ε(x) definido em (64).

Fonte: Dos autores.

Sigmae, Alfenas, v.13, n.2, p. 72-90, 2024.



Leite et al. (2024) 84

Assim, a solução exata (2) e (3) do problema original (1) com coeficiente e termo indepen-
dente dados por (64) e as condições de contorno ν0 = 0 e ν1 = 1 pode ser escrita como

uε(x) =
ε (1 + gε1(1)) (εg

ε
2(x) + x)

ε2gε2(1) + 16π2
− gε1(x), (65)

em que

gεk(x) =


ε3

1024π3

(
1 +

8π2x2

ε2
− cos

4πx

ε
+

128π

ε
sen2

πx

ε
− 4πx

ε
sen

4πx

ε

)
se k = 1

sen
2πx

ε
− 2πx

ε
cos

2πx

ε
se k = 2

. (66)

Por outro lado, de (64) tem-se que o coeficiente efetivo e o termo independente médio são,
respectivamente,

â(x) =
〈
1 +

x

4
sen 2πy

〉−1
= 1 e f̂(x) =

〈
1

4
cos 2πy

〉
= 0, (67)

de maneira que, dadas as condições de contorno ν0 = 0, ν1 = 1, a solução do problema homoge-
neizado (35) e (20) é

u(0)(x, ε) = u0(x) = x. (68)

Por outro lado, a SAF u(1)(x, ε) dada por (55) é

u(1)(x, ε) = x+ ε
x

4π
sen2

πx

ε
, (69)

em que

N1(x, y) =
x

4π
sen2 πy (70)

é a solução (29) do primeiro problema local com condição de unicidade N1(x, 0) = 0, cujo
comportamento é apresentado na Figura 3.

Figura 3: Comportamentos da função local N ε
1 (x) como N1(x, x/ε) para ε = 2−k, k ∈ {0, 1, 2, 3}

(esquerda) e como N1(x, y), y = x/ε (direita).

Fonte: Dos autores.

Ainda, observe que a SAF u(1)(x, ε) em (69) é uma oscilação ao redor da solução do problema
homogeneizado u0(x).

Por outro lado, a SAF u(2)(x, ε) dada por (52) é

u(2)(x, ε) = x+ε
x

4π
sen2

πx

ε
+ε2

1

256π2

[(
x2 + 8x− 32

)
sen2

πx

ε
+ x sen

4πx

ε
+ 16 sen

2πx

ε

]
, (71)
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em que

N2k(x, y) =


1

256π2

((
x2 − 32

)
sen2 πy + x sen 4πy

)
se k = 0

1

32π2

(
x sen2 πy + 2 sen 2πy

)
se k = 1

(72)

e N22(x, y) = xN21(x, y) são, respectivamente, as soluções (40), (45) e (49) dos segundos
problemas locais com condições de unicidade N2k(x, 0) = 0, k ∈ {0, 1, 2}, cujos comportamentos
são apresentados nas Figuras 4, 5 e 6.

Figura 4: Comportamentos da função local N ε
20(x) como N1(x, x/ε) para ε = 2−k, k ∈ {0, 1, 2, 3}

(esquerda) e como N20(x, y), y = x/ε (direita).

Fonte: Dos autores.

Figura 5: Comportamentos da função local N ε
21(x) como N1(x, x/ε) para ε = 2−k, k ∈ {0, 1, 2, 3}

(esquerda) e como N21(x, y), y = x/ε (direita).

Fonte: Dos autores.

Note que, de fato, neste exemplo, N22(x, y) não contribui à SAF u(2)(x, ε) pois d2u0/dx
2 = 0.

Mesmo assim, N22(x, y) é fornecido aqui para completude pois, por exemplo, basta considerar
algum f ε(x) tal que u0(x) não seja uma função linear para ter-se d2u0/dx

2 ̸= 0 e, portanto, a
contribuição de N22(x, y).

Na Figura 7, apresenta-se a comparação da solução exata uε(x) dada por (65) e (66), com
as SAFs u(m)(x, ε), m ∈ {0, 1, 2}, dadas por (68), (69) e (71), respectivamente, para os valores
decrescentes do parâmetro pequeno ε = 2−k, k ∈ {0, 1, 2, 3}, o que mostra qualitativamente que
uε(x), u(m)(x, ε) −→ u0(x), m ∈ {1, 2}, quando ε → 0+.
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Figura 6: Comportamentos da função local N ε
22(x) como N1(x, x/ε) para ε = 2−k, k ∈ {0, 1, 2, 3}

(esquerda) e como N22(x, y), y = x/ε (direita).

Fonte: Dos autores.

Figura 7: Solução exata uε(x) e SAFs u(j)(x, ε), j ∈ {0, 1, 2} para ε = 2−k, k ∈ {0, 1, 2, 3}.

Fonte: Dos autores.

Ainda, a qualidade da aproximação uε(x) ∼ u(2)(x, ε) ∼ u(1)(x, ε) ∼ u0(x), é quantificada
calculando o erro máximo absoluto Eε

m em que incorre a SAF u(m)(x, ε), m ∈ {0, 1, 2}, como
aproximação da solução exata uε(x), o qual é dado por

Eε
k =

∥∥∥uε(x)− u(k)(x, ε)
∥∥∥
C([0,1])

= max
x∈[0,1]

∣∣∣uε(x)− u(k)(x, ε)
∣∣∣ , k ∈ {0, 1, 2}, (73)
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e apresentado na Tabela 1, na qual observa-se que Eε
2 < Eε

1 < Eε
0 para todos os valores de

ε, ou seja, SAFs com mais termos aproximam melhor a solução exata. Ainda, observa-se que
Eε

k → 0+, k ∈ {0, 1, 2}, quando ε → 0+, sendo mais rápido o decrescimento do erro para as
SAFs com mais termos.

Tabela 1: Erros máximos absolutos Eε
k de u(k)(x, ε) via (73).

ε Eε
2 Eε

1 Eε
0

1.000 8.13× 10−4 1.28× 10−2 3.10× 10−2

0.500 3.30× 10−4 3.32× 10−3 2.77× 10−2

0.250 1.61× 10−4 8.50× 10−4 1.69× 10−2

0.125 8.70× 10−5 2.10× 10−4 9.17× 10−3

Fonte: Dos autores.

Além disso, o comportamento do erro máximo absoluto apresentado na Tabela 1 é mostrado
ponto a ponto na Figura 8 considerando o erro relativo pontual percentual eεk(x), k ∈ {0, 1, 2},
dado por

eεk(x) =
u(k)(x, ε)− uε(x)

uε(x)
× 100. (74)

O comportamento do erro relativo ao longo do domı́nio demonstra ser periódico para a SAF
u(0)(x, ε) e decresce a amplitude conforme ε → 0+. O erro de u(1)(x, ε) traz comportamento
periódico e amortecido à medida que o valor de x aumenta. O erro de u(2)(x, ε) possui maior
estabilidade, o que significa, além de possuir valores próximos da solução exata uε(x), seu gráfico
possui um formato condizente com o gráfico exato.

Figura 8: Erros relativos das SAFs u(j)(x, ε), j ∈ {0, 1, 2} como aproximações da solução exata
uε(x) para ε = 2−k, k ∈ {0, 1, 2, 3}.

Fonte: Dos autores.
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Conclusões

Neste trabalho, apresentou-se o MHA como abordagem de construção anaĺıtica de soluções
aproximadas de problemas de valores de contorno. Em caso de impossibilidade de obter-se dire-
tamente a solução exata de um certo problema, as SAFs de um, dois e três termos fornecem boas
aproximações da solução exata para valores suficientemente pequenos do parâmetro pequeno que
caracteriza a separação de escalas estruturais. A escolha da SAF para realizar a aproximação
depende de quão detalhadamente precisa-se conhecer o comportamento local da solução exata.
Mais precisamente, a SAF de um termo é suficiente para representar a tendência da solução
exata e corresponde ao comportamento macroscópico efetivo do meio micro-heterogêneo; a SAF
de dois termos inclui informação do comportamento local da solução exata, ou seja, da influência
da microestrutura; a SAF de três termos pode ser empregada para representar com maior pre-
cisão o comportamento local da solução exata quando a informação fornecida pela SAF de dois
termos não for suficiente para isto.
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método de homogeneização assintótica. Revista Interdisciplinar De Pesquisa Em Engenharia,
v.7, n.2, p.17–29, 2022.

MEDJMADJ, S.; SALEM, A. S.; TALEB, S. A. Experimental behavior of plaster/cork functio-
nally graded core sandwich panels with polymer skins. Construction and Building Materials,
v.344, p.128257, 2022.

PANASENKO, G. P. Homogenization for periodic media: from microscale to macroscale. Physics
of Atomic Nuclei, v.71, n.4, p.681-694, 2008.
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ROCHA, F. C. da. Introdução à técnica de camada-limite. Cadernos de Engenharia de Estru-
turas, v.12, n.55, p.37-50, 2010.
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