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Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar o método de Faleschini para a rotulagdo de outliers para dados
quantitativos univariados. O método de Faleschini utiliza a média, desvio padrdo, coeficientes momentos de assimetria
e curtose, resultando em uma equagdo do quarto grau, onde a menor raiz e a maior raiz podem ser adotados como
rotuladores de outliers. O método de Faleschini é comparado com o método de Tukey e com o método recente de Adil e
Zaman. Para as distribuigdes teoricas continuas que ndo apresentem parametros ou de média, ou de desvio padrdo, ou
de assimetria ou de curtose, propée-se “pseudos” parametros baseados em percentis e quartis, e também estes “pseudos”
parametros sdo utilizados para distribui¢ées discretas e para dados amostrais, bem como uma proposta para o cdlculo
destes percentis e quartis. O artigo finaliza apontando que o método de Faleschini apresenta vantagem conceitual, pois
além de levar os parametros de localizagdo, dispersdo, assimetria e curtose, ndo faz distin¢do entre distribui¢ées com
cauda leve ou pesada, contudo, sdo necessdrias novas pesquisas visando tanto o aperfeicoamento dos “pseudo”
parametros como amplia¢do para outros campos, como andlise multivariada, série temporais e outros.
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Outliers labeling: Faleschini method for univariate quantitative data

Abstract: The objective of this work is to present Faleschini's method for labeling outliers for univariate quantitative
data. Faleschini's method uses the mean, standard deviation, moment coefficients of asymmetry and kurtosis, resulting in
a fourth degree equation, where the smallest root and the largest root can be adopted as outlier labelers. Faleschini's
method is compared with Tukey's method and the recent method of Adil and Zaman. For continuous theoretical
distributions that do not present parameters or mean, standard deviation, asymmetry or kurtosis, “pseudo’ parameters
based on percentiles and quartiles are proposed, and these “pseudo” parameters are also used for discrete distributions.
and for sample data, as well as a proposal for calculating these percentiles and quartiles. The article ends by pointing
out that Faleschini's method has a conceptual advantage, as in addition to taking the parameters of location, dispersion,
asymmetry and kurtosis, it does not distinguish between distributions with a light or heavy tail. “pseudo” parameters as
extension to other fields, such as multivariate analysis, time series and others.
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Introducao

Introduz-se este trabalho expondo uma contextualizagdo do seu tema até se chegar ao seu objetivo
(conforme ja figura no titulo). Depois disso, nos demais itens, apresentam-se Revisdo da Literatura, o Método
de Faleschini como Proposta para a Rotulagdo de Outliers e Comparacao com Tukey (1977) e Adil e Zaman
(2020), Consideragoes Finais e Referéncias.

Os outliers ja atraiam a atencdo dos pesquisadores pelo menos desde a metade do século XVIII,
conforme Barnett e Lewis (1994); e neste diapasdo, Rosado (2006) esclarece que muitas pesquisas sistematicas
ou de iniciagdo ao tema sobre outliers foram escritas a partir da metade do século passado, e tal assunto
continua sendo objeto de pesquisa contemporanea (SILVA; OLIVEIRA; CARVALHO, 2021; RODRIGUES;
ALMEIDA; MUSTAFA, 2020; BARBOSA; DUARTE; MARTINS, 2020; SILVA, 2019; BARBOSA,;
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PEREIRA; OLIVEIRA, 2018; VELOSO; CIRILLO, 2016; ANDRADE;, CIRILLO; BEIJO, 2014; PEREIRA,
CIRILLO; OLIVEIRA, 2014; VISSOTTO JUNIOR; DIAS, 2013).

A defini¢do de Barnett e Lewis (1994) para outlier ¢ aquele valor que aparenta ser inconsistente com os
restantes dos dados. Rosado (2006) lembra que em uma analise de dados, ¢ mister a pesquisa de outliers, pois
a sua ndo detec¢do pode arruinar a conclusido sobre os dados.

Para dados quantitativos univariados, Tukey (1977) apresentou uma proposta de rotulagdo de outlier
(outlier labeling) (SILVA, 2019) que leva em conta uma medida de localizag¢do (primeiro ou terceiro quartil)
¢ uma medida de dispersao (desvio interquartil). O método de Tukey (1977) € citado por Barnett e Lewis
(1994) como um método ad hoc.

Aperfeicoamentos na proposta de Tukey (1997), modificando a medida de localizacdo ou a de dispersdo
ou ambas, foram feitos por Tambay (1988); Kimber (1990) e Adil e Zaman (2020).

A inclusdo da assimetria na contribui¢ao de Tukey (1977) ocorreu em Hubert e Vandervieren (2008).
Desde entdo outros trabalhos seguiram a filosofia de Hubert e Vandervieren (2008) com uso da assimetria, em
conjunto com uma medida de localizagéo e dispersdo, notadamente: Adil e Irshad (2015); Babura et al. (2017);
Lima et al. (2017); Lima et al. (2018); Walker et al. (2018) e Silva (2019).

As caudas pesadas, dentro do ponto de vista de Hubert e VVandervieren (2008), foram trabalhadas por
Bruffaerts, Verardi e Vermandele (2014) e Silva (2019).

Por seu turno, Carling (2000) procurou trabalhar tanto a questdo da assimetria quanto a da curtose em
conjunto com a contribui¢do de Tukey (1977); todavia, seu trabalho ndo ¢é utilizado na pratica do dia a dia.

Outro aspecto a ser mencionado é que, para o caso de assimetria nula, as contribui¢cdes de Adil e Irshad
(2015); Babura et al. (2017); Lima et al. (2017); Lima et al. (2018); Walker et al. (2018) e Silva (2019) recaem
na formulagdo original de Tukey (1977).

Assim, na féormula de Tukey (1977), para a distribui¢do tedrica normal, a taxa total de rotulagdo é de
0,70%; mas para a distribuigao tedrica de Laplace, a proposta de Tukey alcanga uma taxa total de rotulacdo de
6,26%. Como as distribui¢des sdo simétricas (assimetria nula), um efeito ndo quantificado na formula de Tukey
(1977) é justamente a curtose.

Pelo paragrafo anterior, as contribui¢des de Adil e Irshad (2015); Babura et al. (2017); Lima et al.
(2017); Lima et al. (2018); Walker et al. (2018) e Silva (2019) igualmente rotulam 6,26% de taxa de outliers
para a distribuig@o tedrica de Laplace; pois também ndo levam em conta o efeito da curtose.

Outro aspecto € sobre a divisdo de distribui¢oes de cauda leve (exemplo, a normal) das distribui¢oes de
cauda pesada (exemplo, a de Laplace). Pois seria desejavel uma formulagdo para rotulagdo de outliers que
levasse em conta — medida de localizagdo, medida de dispersdo, medida de assimetria e medida de curtose —
independente se distribui¢do de cauda leve ou cauda pesada.

O objetivo deste trabalho € propor uma nova formulagdo — levando-se em conta medida de localizagao,
dispersdo, assimetria e curtose —, tanto para uso nas distribuigdes teoricas, sejam simétricas ou assimétricas,
sejam de cauda leve ou pesada, seja distribuicdo continua ou discreta, como também para o caso de dados
amostrais. Esta nova modelacao sera comparada com os resultados de Tukey (1977) (presente na maiores dos
softwares estatisticos) e Adil e Zaman (2020).

Revisao da literatura

A estrutura geral de muitos modelos de rotulac@o de outliers é a seguinte:

x2 ()P £ Kn)* (P, - Py) * ef@ Q)
x := valor numérico que define outliers superiores (0.S), com uso dos sinais “2” e “+” ou
entdo, o valor numérico que caracteriza os outliers inferiores (0.I), neste caso,
com uso dos sinais “<” e "7
Px := percentil como medida de localizagdo, em geral, a maioria das pesquisas da area usam quartis, contudo,
Adil e Zaman (2020) utilizaram de fato o percentil.
K(n) := constante, em geral “1,5” como Tukey (1977) e outros ou fun¢do do tamanho amostral, como em
Carling (2000).
Py ; P, := percentis como medida de dispersao, onde em geral Py > P,, novamente a maioria dos estudos da area
utilizam quartis, todavia, Adil e Zaman (2020) usaram de fato o percentil.
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e := mamero de Euler.
f(A) := constante ou fun¢do da assimetria dos dados ou distribuigao.

A contribuicao de Tukey (1977) foi:

0.5.2 Q3 + 1,5+ (Q3- Q1) 2
0.1.< Q1-1,5%(Q3- Q1) (3)
Onde:
Q1 := primeiro quartil
Q3 :=terceiro quartil

Como asseverado na introducdo, muitas pesquisas remontam a ideia original de Tukey (1977); que,
como vimos, para a distribui¢cdo de Laplace rotula uma taxa de outliers de 6,26%, valor este que consideramos
excessivamente alto (acima de 5%).

Lado outro, a contribui¢do de Walker et al. (2018) para o caso do coeficiente de assimetria de Bowley
ser o valor maximo de 1,0; a formula gera divisdo por zero, dai, sem generalidade matematica.

Conceitualmente, a contribui¢do de Silva (2019) de contraste quartilico, no caso de distribuicao de
caudas leves, conduz a mesma formula matematica de Walker et al. (2018), e portanto, para assimetria nula,
retorna a Tukey (1977); assim, também rotulando uma taxa de 6,26% de outliers para a distribui¢ao de Laplace.

Para caudas pesadas, existem as contribui¢des de Bruffaerts, Verardi e Vermandele (2014) e Silva
(2019); porém, estas pesquisas exigem rotina computacional, sem a simplicidade matematica da equagao (1).

Retomando-se o aspecto da distribui¢do de Laplace (simétrica e cauda pesada), a contribui¢do de Adil
e Zaman (2020) rotula uma taxa de 2,41%, bem inferior (e abaixo de 5%) dos 6,26% de Tukey (1977).

A proposta de Adil e Zaman (2020) é:

0.1. < P12,5- 1,5%(P37,5- P12,5) @
0.S. = P87,5 + 1,5+ (P87,5- P62,5) (5)
Onde:
P12,5 := décimo segundo e meio percentil.
P37,5 = trigésimo sétimo e meio percentil.
P62,5 := sexagésimo segundo e meio percentil.
P87.5 := octagésimo sétimo e meio percentil.

A situagdo torna-se mais dramatica do uso da formula de Tukey (1977) para distribuigdes com
assimetria e curtose elevadas: a distribui¢ao log-normal [LN (0,1)], com média zero e desvio padrdo, apresenta
uma taxa total de rotulagdo de 7,76%; para a distribui¢do qui-quadrado de grau um [X?], uma taxa total de
rotulagdo de 7,56%; para a distribui¢do de Weibull [W (1; 0,5)] com fator de escala igual a um e fator de forma
igual a meio rotula 11,49%. Ou seja, todas as rotulagdes citadas foram novamente acima de 5%.

Para as mesmas distribuigdes LN (0,1); X2 e W (1; 0,5), a formula de Adil e Zaman (2020) rotulam
respectivamente 3,89%; 3,01% e 4,69%; portanto todas as rotula¢des sao inferiores a 5%.

Uma possivel explicacdo para a menor taxa de rotulagio da formula de Adil e Zaman (2020) em relacao
a Tukey (1977) — seja para distribui¢cdes simétricas ou assimétricas —, talvez seja pelo uso de percentis mais
proximos do efeito da cauda da distribuicao (P12,5 e P87,5), ao passo de que Tukey (1977) usa praticamente
valores centrais (primeiro quartil e terceiro quartil).

Outro aspecto do aperfeigoamento trazido em Adil e Zaman (2020) € o seu uso tanto para distribui¢des
de cauda leve como para distribui¢des de cauda pesada, como para distribuigdes simétricas ou assimétricas;
conforme vimos nos paragrafos anteriores, mesmo Sem uso da assimetria e da curtose.

Mas, em que pese o avango conceitual de Adil e Zaman (2020), reitera-Se a necessidade de uma
modelacdo matematica que englobe as medidas de localizagao, dispersdo, assimetria e curtose.

Método de Faleschini como proposta para a rotulacio de outliers e comparacao com Tukey
(2977) e Adil e Zaman (2020)

Faleschini (1948) estudou, para uma sequéncia discreta de valores positivos e suas respectivas
frequéncias, qual seria o efeito do acréscimo de um novo valor (que também denominaremos de “x”) nos
momentos da sequéncia discreta, notadamente nos momentos de segunda ordem (associado a variancia e
desvio padrao), momento de terceira ordem (associado a assimetria) e de quarta ordem (associado a curtose).
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A seguinte notagao ¢ util:
1 := média aritmética.
o := desvio padrao.
X :=novo valor a ser inserido na sequéncia discreta.

Para o caso do momento de segunda ordem, Faleschini (1948) obteve as seguintes expressoes, oriundas
da solu¢do de uma equagdo de segundo grau:

Sep—-o<x<p+o0;entioo segundo momento diminui. Caso contririo, se X < H—o;ousexz2p
+ 03 entdo o segundo momento aumenta.

Ja para o caso particular de assimetria nula (ou terceiro momento nulo), Faleschini (1948) obteve as
seguintes solu¢des de uma equacdo do terceiro grau:

Se p—(V3)*'o <x < Ooux 2 p+(V3)o; entio o terceiro momento aumenta. Caso contrario, se x
<p—(V3)'oouse0< x < p+(V3)*o; entdo o terceiro momento diminui.

Importa aqui reconhecer a estrutura (ou similaridade): uma medida de posic¢do (representada por p) e
uma medida de dispersao (representada por 6) que conecta a contribuigdo original de Faleschini (1948) com a
proposta de rotulacao de outliers devida a Tukey (1977).

Por fim, ao chegar ao quarto momento (associado a curtose, denominada nas equagdes de “B”),
Faleschini (1948) obtém uma equacdo do quarto grau, ¢ para o caso particular novamente de uma distribui¢ao
simétrica, obtém como quatro raizes, sendo de nosso interesse a menor € a maior raiz:

x < u-ox*{B + [B*(B—1)]Y*}? (curtose aumenta) (6)
x = u+ o*{B + [B*(B—1)]Y?}? (curtose aumenta) (7

As formulas (6) e (7) obtidas originalmente por Faleschini (1948) representam justamente a influéncia
da inclusdo do novo valor (“x’) nas extremidades: em ambos os casos a curtose aumenta! Outro detalhe ¢é a
presencga da medida de posicdo (i) ¢ a medida de variabilidade (o), sendo esta multiplicada pelo fator “{B +
[B*(B-1)]¥?}# que leva em conta a curtose (“B”) da sequéncia original, novamente fazendo a ponte entre a
contribuicao de Faleschini (1948) e a ideia de Tukey (1977).

Por seu turno, a extensdo do estudo de Faleschini (1948) de sequéncia discreta para as distribuigdes
continuas e conexdo para a denominada fun¢do de influéncia de Hampel ¢ dada no artigo de Fiori e Zenga
(2005).

Fiori e Zenga (2005) retrabalham a equagéo do quarto grau encontrada por Faleschini (1948), que usava
os momentos, para utilizar a variavel normalizada “Z”, o coeficiente momento de assimetria “A” e o
coeficiente momento de curtose “B”. A equagdo do quarto grau de Fiori e Zenga (2005) é:

(Z?-B)?-Bx(B-1)-4*xA*Z = 0 (8)
Ou:
Z*-2%Bx7Z?-4%xAxZ + B =0 9)
Onde:
Z = (x-w/(0) (10)

[IPSE

A formula (9) relaciona a média aritmética “p” ¢ o desvio padrdo “c” (inclusas na variavel normalizada
“Z”) com a assimetria “A” e a curtose “B”’; desta forma, admitida a conexao entre os estudos de Faleschini
(1948) e Tukey (1977) com o aperfeicoamento trazido por Fiori e Zenga (2005); entdo a solugdo da equagao
(9) fornece uma férmula genérica para a rotulacdo de outliers, seja para distribuigdes discretas (e
conjecturamos também para dados amostrais) por conta do estudo de Faleschini (1948), seja para distribui¢des
continuas devido a Fiori e Zenga (2005), além de servir como equagao Unica para o caso de caudas leves ou
pesadas, dai o avango conceitual desta proposta.

As diferentes distribui¢des simétricas podem ser diferenciadas pela curtose, apenas para citar exemplos,
distribuicdo uniforme (B = 1,8), distribuicdo normal (B = 3), distribui¢ao logistica (B = 4,2) e distribuigdo de
Laplace (B = 6,0).

Por exemplo, para a distribuicdo tedrica normal padrdo, temos: u=0; c=1; A =0 e B = 3. Substituindo
os valores numéricos da distribui¢do normal padrdo em (9) e (10) obtemos:

Z = x <- 2,3344 (a curtose aumenta) (12)
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Z = x =2 + 2,3344 (a curtose aumenta) (12)

A area (probabilidade) a esquerda de (10) ¢ 0,0098 ou 0,98%; e devido a simetria, obviamente a area
(probabilidade) a direita de (11) ¢ também 0,0098 ou 0,98%. Portanto, para a distribuicdo normal, a taxa total
de rotulagdo ¢ de 1,96%.

Assim, podemos conjecturar que as equagdes (9) e (10) servem como indicadores de outliers, de modo
que entdo rotulamos como outliers os valores extremos em ambas as caudas que ocasionam o aumento da
curtose; deste modo, denominamos como método de Faleschini, em justa homenagem ao seu trabalho pioneiro
de 1948, o uso das equagdes (9) e (10) como rotuladores de outliers.

A aplicabilidade do método de Faleschini sera ilustrada para o caso geral de distribuigdes continuas,
distribuicdes discretas e dados amostrais nos proximos tdpicos; e também ja& comparando a taxa total de
rotulacao com os métodos de Tukey (1977), presente na maioria dos softwares estatisticos ¢ também o método
de Adil e Zaman (2020).

Método de Faleschini para distribui¢coes continuas

Para as distribuigdes que possuem média, desvio padrao, coeficientes momentos de assimetria e curtose,
o uso das equagdes (9) e (10) ¢é direta, como foi feito com a distribuicdo normal da sec¢do anterior. Seguem
algumas distribui¢des tedricas com comparagdes de taxa de rotulagdo de outliers entre os métodos de Tukey
(1977), Adil e Zaman (2020) e Faleschini.

a) Distribui¢do Uniforme com média igual a zero e desvio padrdo igual a um; assimetria nula e curtose
igual a 1,8. Neste caso especifico, as trés formulagdes fornecem como taxa total de rotulagdo zero por cento.

b) Distribui¢do Logistica com média igual a zero; fator de escala igual a um e desvio padrao igual a
1,8138; assimetria nula e curtose igual a 4,2. Aqui, Tukey (1977) rotula um total de 2,44% de outliers, Adil e
Zaman (2020) rotula 3,26% e o método de Faleschini rotula 1,23%.

¢) Distribuicao de Laplace com média igual a zero; fator de escala igual a um e desvio padrao igual a
1,4142; assimetria nula e curtose igual a 6,0. A formula de Tukey (1977) rotula um total de 6,26% de outliers,
Adil e Zaman (2020) rotula 4,82% e o método de Faleschini rotula 0,83%. E importante atentar, como ja
asseverado anterior, que mesmo uma distribuicdo simétrica, Tukey (1977) rotula acima de 5% os outliers,
contudo Adil e Zaman (2020) e principalmente o método de Faleschini apresentam tais taxa abaixo de 5%.

d) Distribui¢ao de Student com cinco graus de liberdade (ts), com média igual a zero; desvio padrdo
igual a 1,291; assimetria nula e curtose igual a 9,0. Nesta situagdo, Tukey (1977) rotula um total de 3,35% de
outliers, Adil e Zaman (2020) rotula 4,04% e o método de Faleschini rotula 0,30%.

e) Distribuicao Lognormal com pardmetros p=0e o =1 [LN(0;1)]; com média igual a 1,6487, desvio
padrdo igual a 2,1612; assimetria de 6,185 e curtose igual a 113,94. Tukey (1977) rotula um total de 7,76% de
outliers, novamente acima de 5%, Adil e Zaman (2020) rotula 3,89% e 0 método de Faleschini rotula 0,02%.

f) Distribuigdo Qui-Quadrado com um grau de liberdade [X?] com média igual a um, desvio padrdo
igual a 1,4142; assimetria de 2,8284 e curtose igual a 15. As taxas totais de rotulagdo sdo 7,56%; 3,01% e
0,38% respectivamente para Tukey (1977); Adil e Zaman (2020) e o método de Faleschini. Observe-se mais
uma vez que Tukey (1977) rotula mais de 5% de outliers.

g) Distribui¢do de Weibull com fator de escala igual a um e fator de forma igual a meio [W(1;0,5)], com
média dois, desvio padrdo de 4,4721, assimetria de 6,6188 e curtose de 87,72. Agora, as taxas totais de
rotulagdo sdo 11,49%; 4,69% e 0,04%, respectivamente, para Tukey (1977); Adil e Zaman e o método de
Faleschini. Verifica-se de novo que Tukey (1977) rotula mais de 5% de outliers, ao passo que Adil e Zaman
(2020) e 0 método de Faleschini rotulam abaixo de 5% de outliers.

h) Distribuicdo de Weibull com fator de escala igual a um e fator de forma igual a um [W(1;1)], com
média um, desvio padrao um, assimetria de dois e curtose de nove (funcdo exponencial com pardmetro igual
a um). As taxas de rotulagdo sdo de 4,81% (TUKEY, 1977); 2,41% (ADIL; ZAMAN, 2020) ¢ 0,73% pelo
método de Faleschini. Kimber (1990) informa também que a taxa de rotulacdo de outliers por Tukey ¢é de 4,8%;
e que seu método rotula 3,1%. Pelo método de Walker et al. (2018) e por extensdo, Silva (2019) para
distribuicdes de cauda leve, encontra-se uma taxa total de rotulacao de 1,59% para um coeficiente de assimetria
de Bowley de 0,262. Importante atentar que a contribuigdo de Adil e Zaman (2020) apresenta taxa de rotulago
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inferior ao proposto por Kimber (1990), mas superior ao de Walker et al. (2018) e Silva (2019); contudo, o
método de Faleschini é a que rotula a menor taxa de outliers e até mesmo inferior a 1%.

1) Distribuicdo de Gumbel com fator de locagdo nula e fator de escala igual a um [G(0;1)], com média
0,5772, desvio padrao 1,2825, assimetria de 1,140 e curtose de 5,4.

O aspecto interessante da distribuigdo de Gumbel é que igualmente as formulas de Tukey (1977) e
Faleschini rotulam menos de 0,01% para os outliers inferiores; ao passo que Adil e Zaman (2020) rotulam
0,16%. Para os outliers superiores; as taxas de rotulagdo sdo 2,68% para Tukey (1977); 2,0% para Adil e
Zaman (2020) e 1,29% pelo método de Faleschini.

j) Distribui¢do de Weibull com fator de escala igual a um e fator de forma igual a dois [W(1;2)], com
média 0,8862, desvio padrao 0,4633, assimetria de 0,6311 e curtose de 3,2455. As taxas de rotulagdo sao
1,03%; 1,38% e 2,91%, respectivamente, para Tukey (1977), Adil e Zaman (2020) e Faleschini. Chama a
atencdo neste caso especifico que o método de Faleschini foi o de maior taxa de rotulagdo e muito proximo de
3%, de modo que nem sempre o método de Faleschini rotula menos outliers que Tukey (1977) e Adil e Zaman
(2020).

Uma questdo importante aparece quando a distribui¢do ndo possui seus parametros (média, desvio
padrdo, assimetria e curtose) definidos, como a distribui¢do padrdo de Cauchy. Este trabalho propde, como
uma aproximacao inicial, sendo passivel e também necessario futuros aperfeicoamentos, os seguintes “pseudo”
parametros, tanto para distribuicdes teoricas como para amostras:

i = (P85 + P15)/2 (13)

o = (P85- P15)/2 (14)

A = [(P90- ) / (Q2 - P15)] + [(P10 - w) / (P85 - Q2)] (15)
B = [(P90- 1)/ (Q2- P15)]* + [(P10- p) / (P85 - Q2)I? (16)

Onde:

P85:= octogésimo quinto percentil.
P10:= décimo quinto percentil.
P90:= nonagésimo percentil.
P10:= décimo percentil.

Q2 :=segundo quartil.

As aplicacdes das equagdes (13) a (16) para a distribui¢do padrdo de Cauchy retornam: p= 0; ¢ = 1,96;
A =0¢eB=4,92. O baixo valor da curtose de Cauchy, em relacdo a distribui¢ao de Student “ts”; refor¢a que
as equagdes (13) a (16) necessitam de mais pesquisas e aprimoramentos, portanto, neste momento, devem ser
vistas como aproximacao inicial.

O uso dos “pseudo” valores encontrados para a distribuicdo de Cauchy retornam uma rotulagdo via
Faleschini de 10,53% de outliers, ao passo que o modelo de Tukey (1977) rotula 15,60% e a de Adil e Zaman
(2020) rotula 11,63%. A elevada rotulagdo do método de Faleschini com uso dos “pseudo” pardmetros,
novamente refor¢ca novas contribui¢des ou visoes a area.

Método de Faleschini para distribuicdes discretas

A fim de comparar o método de Faleschini com o método de Tukey (1977) e Adil e Zaman (2020), para
o caso das distribui¢Ges discretas (e posteriormente para dados amostrais), € mister um novo modo de calculo
dos percentis. Vale lembrar que a literatura da area ja aponta diversos métodos para o calculo dos percentis,
conforme se depreende de Triola (2012). Por exemplo, uma parte da distribuicao de probabilidade acumulada
para Poisson de parametro um é: P(0) = 0,36788; P(1) = 0,73576; P(2) = 0,91970; P(3) = 0,98101

Adota-se, antes da interpolagdo numérica (linear), a seguinte distribui¢do de valores:
X=0carea=0,0; X=0,5¢c¢arca=0,36788; X=1,5¢ area=0,73576; X = 2,5 e area = 0,91970.

A interpolagdo linear dos valores acima retorna os seguintes percentis:
P90 = 2,39290; P87,5 = 2,25699; P85 = 2,12107; P75 = 1,57742; P62,5 = 1,19892; P50 = 0,85914; P37,5 =
0,51935; P25 =0,33978; P15 = 0,20387; P12,5 = 0,16989; P10 = 0,13591.

A distribui¢do de Poisson possui os seguintes pardmetros: média, desvio padrdo e assimetria, todas
iguais a um, e curtose igual a quatro. Para este caso, a modelag¢do de Faleschini retorna como outlier superior
X =3,36; Tukey (1977) X = 3,43; Adil e Zaman (2020) X = 3,84.
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Neste caso especifico, todas as trés modelagdes sdo arredondadas para 0 maior inteiro, no caso X =4; e
a distribuigdo teodrica de Poisson retorna uma taxa de rotulagdo de 1,90% para as trés modelagoes.

Método de Faleschini para dados amostrais

Para dados amostrais, ndo ha evidentemente os pardmetros média, desvio padrdo, assimetria e curtose.
Neste caso, recomendam-se inicialmente os calculos dos percentis via interpolagdo linear, como ilustrado na
distribui¢ao de Poisson de parametro um da se¢do 3.2, e posterior uso das equagdes (13), (14), (15) e (16) em
conjunto com 0 método de Faleschini das formulas (9) e (10).

Os percentis calculados via interpolacgdo linear proposta também serdo usados nas formulas (2) e (3) de
Tukey (1977) e equacdes (4) e (5) de Adil e Zaman (2020); como foi feita na se¢do 3.2 com a distribui¢do de
Poisson com parametro um.

Por fim, um tltimo aspecto necessita ser abordado ou comentado: o tamanho minimo amostral. O
método de Faleschini, para as distribui¢des tedricas, em geral apresentou valores de taxa de rotulagdo inferiores
a 5% (exceto em Cauchy, quando faz uso de “pseudo” parametros).

Este trabalho recomenda inicialmente o uso do método de Faleschini para amostras com tamanho igual
ou superior a 50; todavia, recomendam-se pesquisas e novas contribuigdes para tamanhos inferiores a 50. Outro
aspecto que cabe novas visoes € levar em conta o tamanho amostral nas equacdes (13) a (16).

Usaremos os dados reais de Brys, Hubert e Struyf (2004); Velleman e Hoaglin (1981); Barnett e Lewis
(1994) e Chambers et al. (1983), cujos valores podem ser consultados nos proprios originais ou na compilagdo
realizada em arquivo suplementar a este trabalho.

A Figura 1 apresenta os dados reais de Brys, Hubert e Struyf (2004).

Figura 1 — Dados reais de Brys, Hubert e Struyf (2004).
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Fonte: Elaborado pelos autores com base em Brys, Hubert e Struyf (2004).

A inspegdo visual da Figura 1 evidencia os dois outliers superiores, contudo, ndo ha tanta evidéncia para
0s outliers inferiores nos dados de Brys, Hubert e Struyf (2004). J4 a Figura 2 apresenta os dados reais de
Velleman e Hoaglin (1981).

Figura 2 — Dados reais de Velleman e Hoaglin (1981).
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Fonte: Elaborado pelos autores com base em Velleman e Hoaglin (1981).
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Uma inspegdo expedita da Figura 2 revela a possibilidade de dois outliers superiores, contudo, e
provavelmente um outlier inferior nos dados de VVelleman e Hoaglin (1981). Por seu turno, a Figura 3 apresenta
0s dados reais de Barnett e Lewis (1994).

Figura 3 — Dados reais de Barnett e Lewis (1994).
Rol
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Fonte: Elaborado pelos autores com base em Barnett e Lewis (1994).

A Figura 3 mostra a possibilidade de um outlier superior, todavia, ha também seis outros valores que se
destacam dos demais e, em tese, sdo candidatos a outliers superiores. Por sua vez, a Figura 4 apresenta 0s
dados reais de Chambers et al. (1983).

Figura 4 — Dados reais de Chambers et al. (1983).
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Fonte: Elaborado pelos autores com base em Chambers et al. (1983).
Finalmente, a inspecdo visual da Figura 4 deixa evidente os dois outliers superiores, entretanto, ndo ha
tanta evidencia para o outlier inferior nos dados de Chambers et al. (1983). A Tabela 1 resume 0s elementos e

calculos efetuados para os dados reais selecionados para este artigo.

Tabela 1 — Calculos para a rotulagéo de outliers

(Continua)
Calculo Brys, Hubert e Velleman e Barnett e Lewis Chambers et al.
Struyf (2004) Hoaglin (1981) (1994) (1983)
Tamanho amostral 60 60 131 148
P90 2036,50 101631,50 12,486 96,900
P87,5 1707,75 100787,50 12,018 89,000
P85 1352,50 100270,00 11,550 83,700
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Tabela 1 — Calculos para a rotulagéo de outliers
(Continuagio)

Céleulo Brys, Hubert e VeII_eman e Barnett e Lewis Chambers et al.

Struyf (2004) Hoaglin (1981) (1994) (1983)

P75 426,00 98412,00 9,536 73,750

P62,5 199,50 96089,75 6,931 59,875

P50 119,00 94368,50 4,650 49,500

P37,5 18,50 91842,00 3,570 41,750

P25 -25,00 89748,00 2,653 33,500

P15 -114,00 87155,50 1,638 25,325

P12,5 -159,25 86411,00 1,455 23,750

P10 -199,50 86077,00 1,364 21,433

i (Equagdo (13)) 619,25 93712,75 6,59 54,51

o (Equagdo (14)) 733,25 6557,25 4,96 29,19

A (Equagdio (15)) 5,42 -0,20 1,20 0,79
B (Equagio (16)) 37,44 2,88 4,40 4,01
O.1. Tukey (1977) -701,5 (3)* 76752,0 (0)* 7,7 (0)* -26,9 (0)*
0.S. Tukey (1977) 11025 (10)* 111408,0 (0)* 19,9 (7)* 134,1 (0)*
Ol A(\g(i)léoz)aman 4259 (3)* 78264,5 (0)* 1,7 (0)* 3,2 (0)*
O.S. Adil, Zaman 3970,1 (2)* 107834,1 (1)* 19,6 (7)* 132,7 (0)*
(2020)

0.1. Faleschini -5809,3 (0)* 79344,8 (1)* -8,9 (0)* -31,2 (0)*
0.S. Faleschini 6832,4 (2)* 109194,3 (1)* 18,9 (7)* 126,5 (2)*

Fonte: Elaborado pelos autores com base na literatura citada.
Nota: * O valor entre parénteses indica o nimero de observagdes que sdo rotuladas como outliers pelo
respectivo método.

Para os dados de Brys, Hubert e Struyf (2004), a rotulagdo de Tukey (1977) aponta a presenca de trés
outliers inferiores e dez outliers superiores; ja 0 método de Adil e Zaman (2020) indica também trés outliers
inferiores e dois outliers superiores, e finalmente, o0 método de Faleschini acusa somente os dois outliers
superiores. Pela inspecédo visual da Figura 1, de fato os dois outliers superiores eram bem evidentes, ao passo
que os outliers inferiores suscitavam duvidas, nos quais tanto Adil e Zaman (2020) quanto Tukey (1977)
apontam trés outliers inferiores; o método de Faleschini ndo declara nenhum outlier inferior.

A inspegdo visual da Figura 2 com os dados de Velleman e Hoaglin (1981) indica a possibilidade de
dois outliers superiores e um outlier inferior. A rotulagao de Tukey (1977) ndo aponta presenga de outliers, ja
o método de Adil e Zaman (2020) indica um outlier superior, e por fim, o método de Faleschini acusa um
outlier inferior e um outlier superior. Este exemplo é importante para ilustrar que o método de Faleschini pode
rotular mais outliers que os métodos de Tukey (1977) e Adil e Zaman (2020), além da possibilidade de indicar
outliers em cauda onde os dois métodos anteriores ndo apontam existéncia.

Ja para os dados de Barnett e Lewis (1994), os trés métodos rotulam sete outliers superiores, em
concordancia com a inspegdo visual da Figura 3. O aspecto a ser salientado aqui € que os sete outliers rotulados
representam 5,34% dos dados, ou seja, o método de Faleschini para amostras pode também rotular mais de 5%
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dos dados, o que demonstra de fato mais uma vez a necessidade de aperfeicoamento das formulas (13), (14),
(15) e (16), como ja havia sido citado na distribui¢ao teérica padrao de Cauchy, onde a taxa de rotulacdo de
Faleschini foi superior a 10% com uso das equacdes (13) a (16).

A inspecdo expedita da Figura 4 com os dados de Chambers et al. (1983) ilustra a possibilidade de dois
outliers superiores e talvez um outlier inferior. As rotulagdes de Tukey (1977) e Adil e Zaman (2020) nao
apontam presenga de outliers, ja o método de de Faleschini aponta dois outliers superiores. Este exemplo
reitera que o método de Faleschini pode rotular mais outliers que os métodos de Tukey (1977) e Adil e Zaman
(2020), além de novamente a possivel indicacdo de outliers em cauda onde os dois métodos anteriores ndo
apontam existéncia.

Em resumo, o método de Faleschini ndo segue um padrdo definido, ou seja, ora pode apresentar
rotulacao de dados outliers em quantidade inferior, igual ou superior aos métodos de Tukey (1977) e Adil e
Zaman (2020), bem como rotular outliers em cauda onde os dois métodos anteriores nio indicam a presenca
de outliers.

Consideracoes finais

Este trabalho traz uma nova contribui¢do ao campo da rotulagdo de outliers para dados quantitativos
univariados, mostrando que o método de Faleschini possui vantagem conceitual — pois leva em conta todas as
medidas descritivas estatistica de média, desvio padrdo, assimetria e curtose —, € ademais tem o aspecto
inovador da ndo necessidade de se diferenciar distribuicdes de cauda leve e pesada.

Os resultados apontam que o método de Faleschini pode rotular ora menos, ora igual ou até mesmo ora
a mais outliers que os métodos de Tukey (1977) e Adil e Zaman (2020), ou seja, ndo ha um padrdo definido.

Recomenda-se também a modelagdo de Adil e Zaman (2020) para rotulagdo de outliers em conjunto
com o método de Faleschini, ampliando o leque de opgdo do analista para decidir se determinado dado pode
ser rotulado como outlier.

Em que pesem os avangos conceituais elencados, € mister mais pesquisas visando quantificar os
parametros de média, desvio padrdo, assimetria e curtose pelo uso de medidas robustas (estatisticas de ordem)
tanto para distribuigdes tedricas como para o caso de amostra para uso no método de Faleschini.

A proposta deste artigo para média, desvio padrdo, assimetria e curtose, deve ser encarada como uma
aproximacao inicial, pois, como visto tanto na distribuigo tedrica padrao de Cauchy como no caso de dados
reais de Barnett e Lewis (1994), a taxa de rotulacdo foi superior a 5%. Outro possivel aperfeigoamento
mediante novas pesquisas ¢ referente a inclusdo da influéncia do tamanho amostral para os calculos dos
parametros citados via estatisticas de ordem.

Outra sugestdo para futuros trabalhos sobre o assunto ¢ a necessidade de se verificar se a equag@o (9)
sempre apresenta quatro raizes reais, dada a conhecida inequagéo da estatistica (Jones; Rosco; Pewsey, 2011):
B>A%+1.

Sugere-se ainda o estudo e pesquisa para a adaptagdo do método de Faleschini para a rotulagdo de
outliers para outros campos, como por exemplo, para dados bivariados, séries temporais, dados multivariados
e outros.
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