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Resumo: Neste artigo apresenta-se um estudo sobre o comportamento da distribuição Beta
Binomial Negativa em relação a sua moda. Aplica-se este estudo quando essa distribuição é
dada através de uma distribuição hipergeométrica equivalente multiplicada pela verossimilhança
da distribuição Binomial Negativa. Essa representação, que não aparece costumeiramente na
literatura, é uma interessante visão da distribuição Beta Binomial Negativa, tanto em termos
didáticos, quanto computacionais. Este distribuição é obtida a partir de considerações segundo
uma visão bayesiana. Sendo assim, duas análises são feitas de forma comparativa: a primeira
usando a idéia do Holgate (1970) que também é observado no artigo de Hassan and Bilal (2008);
e a segunda usando a idéia de que a moda é um ponto de máximo em relação a distribuição, este
cálculo é feito usando o software livre R-software e ao mesmo tempo é observada graficamente.
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Abstract: This article presents a study on the behavior of the Negative Binomial Beta distribu-
tion regarding their mode. Applies this study that when the distribution is given by a hypergeo-
metric distribution equivalent multiplied by the likelihood of the Negative Binomial distribution.
This representation, which does not ordinarily appear in the literature, is an interesting view of
the Negative Binomial Beta distribution, both in didactic terms, as computational. This distribu-
tion is obtained from a Bayesian considerations. Thus, two analyzes are done on a comparative
basis: the first using the idea of Holgate (1970) which is also observed in Hassan and Bilal (2008)
article, and the second using the idea that mode is a maximum point regarding the distribution,
this calculation is done using the software free R-software and at the same time is observed
graphically.
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Introdução

A distribuição Polya-Eggenberger e sua inversa, a distribuição Polya-Eggenberger Negativo
(ou distribuição Beta Binomial Negativa), foram introduzidas por Polya e Eggenberger (1923)
através de um modelo de urna.

Pode-se verificar facilmente que a distribuição Beta Binomial Negativa é unimodal, ou seja,
apresenta uma única moda. Serão mostradas duas maneiras de se obter a moda desse distribuição
e depois ambas serão comparadas. Uma das maneiras de se obter a moda desta distribuição
é utilizar o fato de que a função gama generaliza a função fatorial para os números inteiros
positivos, permitido uma extensão cont́ınua para os números reais positivos.

Sendo assim, sabemos por definição que a moda é calculada pela primeira derivada do lo-
garitmo da distribuição e depois igualando a zero; outra maneira seria utilizando os resultados
obtidos por Holgate (1970).

Material e Métodos

Distribuição Beta Binomial Negativa

Considere uma sequência de ensaios de Bernoulli realizada de forma independente com pro-
babilidade θ constante e defina X como o número de fracassos anteriores ao r-ésimo sucesso. A
variável aleatória X segue uma distribuição Binomial Negativa com parâmetros r e θ, em que
0 < θ < 1 e r > 0 , e tem função densidade de probabilidade dada para x = 0, 1, 2, . . . por:

p(x | r, θ) =

(
x+ r − 1

x

)
θr(1− θ)x.

Do ponto de vista bayesino, pode-se introduzir a variabilidade de θ, no exposto acima,
supondo que θ é uma variável aleatória seguindo uma distribuição Beta, isto é,

p(θ) =
1

β(a, b)
θa−1(1− θ)b−1 0 < θ < 1,

em que β(a, b) é a função beta da por

β(a, b) =
Γ(a) · Γ(b)

Γ(a+ b)
a > 0 e b > 0

e

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt.

Neste caso, obtém-se como mistura a distribuição discreta Beta Binomial Negativa (BBN)
dada por

p(x | a, b, r, θ) =

∫ 1

0
p(x|r, θ)p(θ)dθ

=

(
x+ r − 1

x

)
β(r + a, x+ b)

β(a, b)

=

(
x+ r − 1

x

)
Γ(r + a)Γ(x+ b)Γ(a+ b)

Γ(x+ r + a+ b)Γ(a)Γ(b)
x = 0, 1, 2, . . .

Deste modo, pode-se definir esta distribuição como segue.
A distribuição Beta Binomial Negativa é uma distribuição Binomial Negativa, cuja probabi-

lidade de sucesso do parâmetro θ segue uma distribuição Beta com parâmetros a e b. Em outras
palavras, se a probabilidade de sucesso do parâmetro θ de uma distribuição Binomial Negativa
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(com parâmetros r e θ) tem uma distribuição Beta com parâmetros a e b, então a distribuição
resultante é referida como a distribuição Beta Binomial Negativa com parâmetros a, b, r e θ e
denotada por BBN(a, b, r, θ). Para uma distribuição Binomial Negativa Padrão, θ é geralmente
considerado como fixo para os ensaios sucessivos, mas o valor de θ muda para cada ensaio, para
a distribuição Beta Binomial Negativa. A distribuição Beta Binomial Negativa é muitas vezes
referida como uma distribuição de Markov Pólya Inversa.

Considere uma variável aleatória X tendo uma distribuição Beta Binomial Negativo. Então,
para x = 0, 1, . . ., esta distribuição de probabilidade,(JOHNSON et al. 2005; TEERAPABO-
LARN, 2008) é definida por

p(x | a, b, r, θ) =

(
x+ r − 1

x

)
Γ(r + a)Γ(x+ b)Γ(a+ b)

Γ(x+ r + a+ b)Γ(a)Γ(b)
. (1)

A expressão (11) pode ser representada também pela seguinte forma:

p(x | a, b, r, θ) =
r

x+ r

(
x+ b− 1

x

)(
r + a− 1

r

)
(
x+ r + a+ b− 1

x+ r

) . (2)

Essa representação não aparece na literatura e é uma visão interessante da Beta Binomial
Negativa. Implica também que, para valores reais de a > 0 e b > 0, pode ser avaliada facilmente
em qualquer pacote de software que fornecem comandos para combinação.

A unimodalidade da distribuição Beta Binomial Negativa

A unimodalidade da distribuição Beta Binomial Negativa foi estudada por Hassan e Bilal
(2008) e logo depois estudada por Madeira (2009). Os autores justificam a unimodalidade da
distribuição com base nos resultados obtidos por Holgate (1970). Em Madeira (2009), tem o
seguinte Teorema (HASSAN e BILAL, 2008): a distribuição Beta Binomial Negativa é unimodal
para todos os valores de (a, b, r) e a moda ocorre em x = 0 se rb < 1 e para rb > 1 a moda é
algum outro ponto x = xM tal que:

r(b− 1)− (a+ b)

a+ 1
< xM <

(r − 1)(b+ 1)

a+ 1
. (3)

Agora, obtém-se uma melhor aproximação para a moda da distribuição Beta Binomial Ne-
gativa utilizando o fato de que a função gama generaliza o fatorial (definido para os números
naturais) permitindo assim uma extensão cont́ınua. Assim, pode-se calcular a moda fazendo
primeira derivada do logaritmo da expressão (11) e depois igualando a zero, isto é:

Ψ(x) =
∂

∂x
log p(x|a, b, r, θ) =

∂

∂x
log

(
Γ(x+ r)Γ(r + a)Γ(x+ b)Γ(a+ b)

Γ(x+ 1)Γ(r)Γ(x+ r + a+ b)Γ(a)Γ(b)

)
.

Pode-se verificar que:

Ψ(x+ r) + Ψ(x+ b)−Ψ(x+ 1)−Ψ(x+ r + a+ b) = 0 (4)

A construção dos gráficos abaixo foram baseados na distribuição Beta Binomial Negativa
que corresponde a equação (22).

Para a Figura 1a1a, a moda calculada usando a expressão (44) é aproximadamente −40.50; para
expressão (33), a moda está no intervalo aberto (−1, 39) e observando na Figura 1a1a, a moda se
aproxima a zero. Dáı, pode-se concluir que a expressão (33) tem uma aproximação melhor, mas
com um intervalo muito amplo.
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(a) a = 1, b = 1 e r = 40
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(b) a = 1.1, b = 1.1 e r = 40

Figura 1: Densidade da distribuição Beta Binomial Negativa.
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(a) a = 3, b = 5 e r = 10.
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(b) a = 3, b = 5 e r = 40.

Figura 2: Densidade da distribuição Beta Binomial Negativa.

Para Figura 1b1b, a moda calculada usando a expressão (44) é aproximadamente 1.31, para
expressão (33), a moda está no intervalo aberto (0.86, 39) e observado na Figura 2, a moda
se aproxima do valor encontrado na expressão (44). Dáı, conclui-se que a moda encontrada na
expressão (44) é melhor do que a encontrada na expressão (33), apesar da moda esta num intervalo
muito amplo.

Para a Figura 2a2a, a moda calculada usando a expressão (44) é aproximadamente 8.49, para
expressão (33), a moda está no intervalo aberto (8, 13.5). Neste caso, a expressão (33) tem uma
boa previsão da moda, mas a expressão (44) também tem uma boa aproximação.
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Para a Figura 2b2b, a moda calculada usando a expressão (44) é aproximadamente 38.50, para
expressão (33), a moda está no intervalo aberto (38, 58.5). Neste caso, a expressão (44) tem uma
aproximação da moda melhor do que na Figura 2a2a, mas a expressão (33) também tem uma boa
aproximação, mesmo tendo um intervalo amplo.

Conclusões

Desta análise, pode-se concluir dois fatos importantes:

1. de acordo com as Figuras 1a1a e 1b1b, pode-se observar que a distribuição Beta Binomial
Negativa é unimodal somente para a > 1 e b > 1. Quando a e b se aproxima de 1, o valor
de r tem que crescer para garantir a afirmação anterior.

2. de acordo com as Figuras 2a2a e 2b2b, observa-se que o resultado da moda na expressão (44) se
aproxima muito do resultado real da moda, quando o valor de r cresce.
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