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Resumo: FEstuda-se o comportamento efetivo de laminados microperiddicos eldsticos ndao linea-
res no regime de deformacao finita mediante o método de homogeneizagao assintética. Analisam-
se vdrios tipos de comportamento constitutivo via combinac¢oes de hiperelasticidade com e sem
amolecimento e/ou gradac¢ao funcional das laminas sob diferentes tipos de deformacao, inclu-
sive a influéncia no comportamento efetivo de parametros que controlam a gradacdo funcional,
a compressibilidade, e o amolecimento.
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Abstract: The effective behavior of nonlinear elastic microperiodic laminates is studied in the
finite deformation regime by means of the asymptotic homogenization method. Several types of
constitutive behavior are analyzed via combinations of hyperelasticity with or withouth softening
and/or functional grading of the laminae under different types of deformation, including the
influence of parameters controlling the functional grading, the compressibility and the softening
on the effective behavior.
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Introducao

Um compésito é um sélido heterogéneo obtido da mistura de dois ou mais constituintes
homogéneos insoliveis entre si. Tal mistura é motivada pela necessidade de reunir em um tinico
material, para determinada aplicacao, as diferentes propriedades de varios materiais homogéneos.

Neste trabalho, consideram-se sélidos heterogéneos em que o tamanho [ carateristico da
heterogeneidade é muito menor que o tamanho L do sélido como um todo, I < L. Assim, o
sélido, embora seja microscopicamente heterogéneo, pode ser considerado macroscopicamente
homogéneo. Além disso, considera-se também que o tamanho carateristico da heterogeneidade
é suficientemente grande para que, assim, o estado do sélido possa ser descrito mediante as
equagoes da mecanica dos meios continuos (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Logo, define-
se o parametro geométrico ¢ = I/L < 1 que quantifica o tamanho relativo da heterogeneidade
com respeito ao tamanho do sélido, caracterizando, assim, a separacao de escalas estruturais.

No geral, a microestrutura do sélido heterogéneo é tal que estuda-lo como um todo é uma
tarefa praticamente impossivel. Por isso, o sélido é representado mediante uma amostra estrutu-
ralmente tipica do sélido completo, e que contém uma quantidade suficiente de heterogeneidades
para garantir que suas propriedades macroscépicas sejam efetivamente independentes de qual-
quer tracdo ou deslocamento superficial uniforme (HILL, 1963). Tal amostra é chamada de
elemento representativo de volume (ERV).
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De particular interesse em intumeras aplicagoes, os materiais periédicos sao tais que a re-
plicagao periédica do ERV permite recupera-los completamente. Nesse caso, o ERV é chamado
de célula de periodicidade, ou, basica.

Este trabalho esta dedicado ao estudo do comportamento mecanico efetivo de sélidos micros-
copicamente heterogéneos formados por laminas distribuidas periodicamente e com comporta-
mento constitutivo nao linear. O comportamento efetivo de tais materiais é obtido empregando
técnicas (chamadas de homogeneizacao) baseadas na nocao de homogeneidade equivalente, ou
seja, na existéncia tedrica de um sélido homogéneo cujo comportamento é similar, em algum sen-
tido, ao comportamento efetivo do sélido heterogéneo sob estudo. Por exemplo, de parametrizar
com € o problema de valor de contorno que modela o comportamento do sélido heterogéneo, o
sélido homogéneo equivalente pode ser definido como aquele relacionado ao problema de valor
de contorno obtido ao fazer € tender a zero.

Em particular, neste trabalho emprega-se o método de homogeneizagao assintética (MHA -
BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) em que a solu¢ao do problema original é procurada como
uma série assintética em poténcias de €. Tal série assintética permite obter uma sequéncia de
problemas para os coeficientes das poténcias de €. O problema para o coeficiente do termo da
ordem O(1) é chamado de problema homogeneizado, pois é demonstrado que nao depende da
microestrutura e, portanto, corresponde ao sélido homogéneo equivalente. O problema para o
coeficiente do termo da ordem O(e) é chamado de problema local, pois é resolvido sobre a célula
de periodicidade. De fato, a solugao do problema local depende da solucao do problema homoge-
neizado e, assim, pode ser interpretado como o processo de localizacao de obter o comportamento
microscépico correspondente a um comportamento macroscépico dado.

Mais especificamente, neste trabalho, aplica-se 0 MHA ao estudo do comportamento efetivo
de laminados microperiddicos elasticos nao lineares no regime de deformagoes finitas. Consideram-
se varios tipos de comportamento constitutivo via combinacgoes de hiperelasticidade com e sem
amolecimento e/ou gradagao funcional das laminas sob diferentes tipos de deformacao, inclu-
sive a influéncia no comportamento efetivo de parametros que controlam a gradacao funcional,
a compressibilidade, e o amolecimento. Os resultados aqui apresentados generalizam, ao re-
gime de deformacoes finitas, outros obtidos anteriormente no regime de deformagcoes infinitesi-
mais (DECIO JR et al., 2019, 2021; LOPEZ-REALPOZO et al., 2008; PEREZ-FERNANDEZ;
BECK, 2014; PEREZ-FERNANDEZ et al., 2007).

Formulacao do problema

Elastostatica finita para corpos com multiplas fases

Seja B C R? a regidao ocupada por um corpo heterogéneo de volume |B| e contorno 9.
Assume-se que o corpo é um material composto por N fases no qual o r—éssimo constituente
ocupa a subregiao B, C B, r € {1,2,..., N}, de volume |B,| e contorno 98,, tal que Uf,vzl B.=B
e B, Bs =0, r+#s. A superficie de contato entre as fases contiguas r e s é I',s = 9B, [ 9Bs.

Seja Lp = {7' :B—R? ®]R3} o espaco das fungbes tensoriais continuas por partes T =
(135 : B— R)i,j cf1,2,3} Na configuragao de referéncia, um ponto material do corpo é representado
por um ponto X € B. Seja x : B — R3 um campo de deformacio atuando sobre o corpo. As
componentes de ambos o campo de dislocamento u : B — R? e o gradiente de deformacio
F € £ num sistema de coordenadas cartesianas sao

o0x; s ou;

u =x; —X; e Fz’jZTXj ij TX;’ (1)

respectivamente, em que ;5 é o delta de Kronecker. Em (1) e em todo o trabalho, ,j € {1,2,3}.

Assume-se que o corpo estd em equilibrio sob a acdo da forca de corpo f : B — R3, ou seja,
oP;;
0X;
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em que P;; sdo as componentes do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff P € £z. Em (2) e em
todo o trabalho, adota-se a convencao de Einstein para a soma com indices repetidos.
Formalmente, a lei constitutiva do corpo se define mediante um endomorfismo Il : Lg — Lp,
F — P, o qual se especializa para cada caso de comportamento material. Em virtude da natureza
multifésica de B, escreve-se IT = y,. II() | em que y, é a funcio caracteristica de B, e II(") é a
restricao de IT a Lp, = {'r B> R*® Rg}. Sendo hipereldstico o comportamento material,

define-se IT como
ow

I,
Fij = Pij = 50, (3)
7

em que W : Lg — R, F = W|g, é a densidade de energia de deformacao do material.
O comportamento dos dislocamentos e as tragoes a través das interfaces I',.s é estabelecido
mediante condicbes de contato. Assim, sejam d distdncia ponto-conjunto inducida por uma

métrica sobre R® e [-J, = lim () — lim () o operador do tamanho do salto de uma
d(XEBr,Irs)d0  d(XEBs,I'ys)l0
grandeza ao passar a través de I',s. No caso de contato perfeito entre as fases, tais condigoes

Sao
[wilr,, =0 e [Pyvily, =0, (4)

em que v; sao as componentes do vetor unitario v : I'yy — R3 normal a T'ys.

O problema fica formulado impondo condi¢Ges no contorno 9B, o qual se assume que é
composto por duas partes complementérias 0By e OBy, ou seja, OB = 0By |J OB, OBy (9Bt = (.
Assim, condigoes de contorno gerais sao

“i’a&, =u; e Py ”j\azst =1, (5)

em que ; e t; sdo as componentes dos campos de dislocamento @ : 9B, — R3 e de tracio
t : OBy — R3, respectivamente, os quais sdo conhecidos, e n; sao as componentes do vetor
unitério n : B¢ — R3, normal a 0B.

Hiperelasticidade com amolecimento

Nos modelos classicos de hiperelasticidade, a funcdo de energia armazenada W cresce ir-
restritamente com respeito ao gradiente de deformacao F. Tal comportamento é ideal porque
nenhum material pode ser submetido a deformagoes crescentemente grandes sem experimentar

mudancas irreversiveis. Para modelar o comportamento material de uma maneira mais realista,
VOLOKH (2007) introduz a funcao de energia ¢ : Lz — R, definido por

Fi>q>—¢>exp{—Z}, (6)

em que & € R é uma constante chamada de energia critica. Substituindo W por ¢ em (3),
obtém-se a lei constitutiva correspondente, a qual é

o _ oW [ W
oF,;  OF; T '

I,
Fij—> Py = o (7)

Observe-se que de (6) e (7) seguem as propriedades
W=0=2¢y=0,W<<d=yprW, e W 300=9%—>0=F; =0, (8)

ou seja, ¥ reproduz o comportamento hipereldstico classico predito por W para deformagoes
moderadas enquanto estabelece o armazenamento limitado de energia caraterizado por ® para
deformagdes crescentemente grandes (Figura 1). Logo, a energia critica ® pode ser considerada
como uma nova propriedade material.
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Figura 1: Funcoes de energia das hiperelasticidades classica e com amolecimento.

Corpos micro-heterogéneos com multiplas fases

Muitos materiais apresentam uma aparéncia homogénea quando observados macroscopica-
mente. Porém, quando observados mais de perto, é possivel enxergar sua natureza verdadeira,
ou seja, eles sdo microscopicamente heterogéneos. Assim, é possivel identificar pelo menos
duas escalas, as quais sao chamadas de macroscépica e microscopica, respectivamente. Este
trabalho foca somente naqueles materiais para os quais a hipdtese do continuo é vélida, ou
seja, que o tamanho caracteristico da micro-heterogeneidade é muito maior do que o tamanho
atomico/molecular tipico do material.

Seguindo a tradicdo comegada por HILL (1963), representa-se o corpo micro-heterogéneo
mediante uma amostra tal que sua estrutura e comportamento fisico sao tipicas do o corpo
como um todo. Tal amostra é chamada de elemento representativo de volume (ERV). Além
disso, assume-se que a estrutura do corpo é ergédica (BERAN, 1968), o qual implica que o valor
médio calculado sobre todo o corpo é igual ao calculado sobre o ERV. Nota-se que estruturas
periddicas sdo ergddicas, o qual justifica o fato de que estruturas aleatérias sdo aproximadas
mediante replicacao periédica de ERV com estrutura aleatéria (ZEMAN; SEJNOHA, 2001).
Logo, no que segue, consideram-se somente materiais com estruturas periédicas.

Propriedades fisica de materiais nos quais observa-se tal dualidade de escalas apresentam
rapida variacdo com respeito a escala macroscopica devido a que a passagem de uma fase a
contigua acontece muito rapidamente. Por isso, solucoes fechadas dos problemas de valor de
contorno correspondentes sao escassas. Além disso, a aplicagao direta de algum método numérico
dependente de malha, como o método de elementos finitos, para obter solugoes aproximadas de
tais problemas é de alto custo computacional pois precisam de malhas muito refinadas.

Uma alternativa para superar tal dificuldade consiste de incluir explicitamente no problema
os efeitos microscopicos. Seja £, 0 < € < 1, um parametro geométrico definido como a razao
entre os tamanhos tipicos da micro-heterogeneidade e o corpo todo. Seja Q C £ 'B o ERV
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periédico na configuracao de referéncia e seja Y = e 71X, Y € Q, uma nova variavel, que depois
serd considerada independente de X, usada para descrever o comportamento local do corpo
micro-heterogéneo. Devido a que o corpo é composto de multiplas fases, dentro de €2 a fase r
ocupa a subregiio Q, = (¢7'B,) (N com volume [§2,| e contorno 8, tal que UV, Q, = Q e
Q.- NQs =0, r # 5. A interface entre fases contiguas r e s é s = (67 1Ts) Q2 = 99, ) 0Qs.
Assim, representa-se a solucao u do problema original presentado acima pelo campo vetorial
u® : B x Q — R? e é substituido nas expressoes introducidas acima que contém u. Usando a
regra da cadeia &(-) = %4—%% nas expressoes resultantes, obtém-se representacoes em duas
J J J
escalas para as variaveis de interesse, tais como F¢, P¢ € Lz« = {T BxQ-R® R3}. Estes
tensores estao relacionados mediante o endomorfismo IT¢ : Lo — Lixa, F¢ — P¢, 0 qual é a
representagao em duas escalas do endomorfismo constitutivo II. Consequentemente, no caso da
hiperelasticidade, existe um funcional de energia ¢° : Lgxo — R, F® — 9°|p_g., relacionado
a IT¢ mediante uma expressao similar a (7) a qual é a representacdo em duas escalas de .
Além disso, da periodicidade da microestrutura resulta que u®, F¢, P¢ e ¢ sdo Q)-peridédicos na
varidvel Y. Ainda mais, do comportamento macroscopicamente homogéneo do corpo segue que
u®, F¢, P¢ e ¢° sao continuos com respeito a X.

O método de homogeneizacao assintética

Formulacao geral

O método de homogeneizacao assintética (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) aproxima
u® mediante uma série assintotica em poténcias nao negativas de e:
ui = v§°) + 6pu§p), (9)
em que v : B 5 R3 e ul : Bx Q — R3, p e N. Incégnitas u® podem ser consideradas
como campos de dislocamento locais que provéem corregoes de ordens O (£P) para o campo de
dislocamento macroscépico v(© para obter a aproximagao assintética completa da solugao u do
problema original. Lembrando que u® é Q-periédico em Y e continuo em X, assim sio v(©)

(»)
e u®. Ainda mais, por causa da Q-periodicidade em Y de ul®, segue que <8g{,j > =0, em

que () = ﬁ Jo()AY é o operador do valor médio. Para evitar indeterminacoes por causa de
translagoes rigidas, impoe-se a condigao (PRUCHNICKI, 1998)

<u(p)> =0. (10)

Substituindo (9) em (1)2 e usando a regra da cadeia, obtém-se a série assintética para F¢
como " o
0 D

FS =F;7 +e’F57, (11)

em que F9 € Lp,q, ¢ € {0} UN, sdo Q-periédicos em Y e continuos em X e definidos por

(0) (1) (p) (p+1)
ov; N ou, o P _ ou, . Oou; ‘

(0)
F =6,
it 0X; = 0Y; 90X dY;

ij

(12)

Para obter a série assintdtica para P¢, especifica-se o endomorfismo em duas escalas II°
como os dois primeiros termos da série de Taylor do endomorfismo constitutivo IT com centro
em F = F(O ¢ avaliada em F = F¢ segundo (11), ou seja,

1 p) Ol

F 2 il p_po) + " F1 = P=, (13)

[

OF |p_p©
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em que gg;”l , 1,7, k, 1 € {1,2,3}, define as componentes do médulo tangente incremental do corpo
para cada comportamento material particular em funcao da deformacao. Logo,

P =Py +"PY, (14)

em que, P9 € L, q, ¢ € {0} UN, sio Q-periédicos em Y e continuos em X e definidos por

(0) ) _ gL
i ilp—ro ¢ Fj MOFu [p_po "

Substituindo (14) em (2), aplicando a regra da cadeia e igualando a zero os coeficientes das
poténcias de € obtém-se as equacoes diferenciais que correspondem a cada ordem, ou seja,

9P oP®  opM) oPY o)
1. W g0, i - ] 2 = 1
e v, 0,e: ox; 3y’ Oee?: ox; + oY, 0. (16)

De substituir (9) e (14) em (4) lembrando que u?), F®) ¢ P®) sio continuos com respeito
a X, obtém-se as condicoes de contato correspondentes a cada ordem, ou seja,

eV : HP,L-(]Q)I/]‘]] =0, &V [[ugp)ﬂ HP(p ﬂ . (17)

Yrs Yrs Yrs
Agora, define-se uma sequéncia de problemas P® p € N, para obter os micro-dislocamentos
u® em termos das solucoes ul?, g e {1,...,p— 1}, dos p — 1 problemas anteriores e o macro-

dislocamento v(®).
Suponha-se que v(® é conhecido. Logo, o primeiro problema na sequécia, P ¢ chamado
de problema local, ou, sobre a célula, e consiste de obter u®) que satisfaz (16)1, (17)1, (17)2 e

(10) para p = 1, com P e F(©) segundo (15); e (12)1, respectivamente. Explicitamente, tem-se

ZOF —o, [P ﬂ% —0, [[UPH% =0, (ul”) =0

0, | 0 _ s " o
1J IF=F©) » +'4j %) aX] 8}/]

(18)
(0) _

em que P, j

Uma vez que o problema P j4 estd resolvido para u®) em termos de v(9), considera-se o

segundo problema na sequéncia, P, o qual consiste de obter u(® que satisfaz (16)z, (17)2 com
p=2,(17)3 comp=1, e (10) com p = 2, com P@ e F@ para ¢ = 0,1, segundo (15) e (12),
respectivamente, ou seja,

ap©®  5pW
2. i i . m, N = @1 — @)\ _
PO G+ oy 0, [P 1/]]]%5 0, [Ju! ]]% 0, {u®) =0
0 _ 1) _ g9l
PY =1 o, PP =F 19
" ile—ro s B MO | p_po) (19)
€1 que
a PO s Ou (%(0) n 8u§ ) a _ 8u§ ) n (“)uz@)
i T ex; oy Tl T ax; oy,

Em geral, para ¢ > 3, o problema de nimero ¢ in the sequence, P(@, consiste de obter
u@ que satisfaz (16)3 para p = ¢ — 2, (17)2 para p = ¢, (17)3 para p = ¢ — 1, e (10) para
p=gq, com P® parape {qg—2q¢—1} e F®) parapec {0, —2,q— 1}, segundo (15) e (12),
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respectivamente. Assim,

op¥=»  gpla-l
(@) . 4 i _ (¢—1) _ (a) _ @\ _
PO e+ =0 |75 ujﬂ% 0, [Jul ]]%s 0, {u®) =0
(p) (p+1)
@) _ (o) Ol () _ Oy, du, _ 20
P = P 9y |epe’ T T ax; T oy, PR 2
em que ( O)F:F 1) J J
F(o) _ 5 + avi + auZ
4 K 0X; oY

Para obter-se v(?), deve-se resolver o chamado problema homogeneizado P, o qual é defi-
nido pelas versoes promediadas de (16)2, (15)1, (12)1, e as condiges de contorno que resultam de
substituir (9), (12)1 e (15); em (5). Assim, lembrando que P é Q-periédica junto & condicao
(10), o problema P©) &

( i<Pi(]Q)>+fi:O

0X;
(0) . ov” fi,,
LA 52‘3‘ + 8Xj = <Fi(jo)> — <Pz‘(JQ)> = <Hij’F:F(0)> ' (21)

g, = 1 (P51, =
v, =, (P.7)Yn; =t
LY 19Ba CNTY S e,

A equagao diferencial (21); é chamada de equagao de equilibrio homogeneizada, e a relagao
constitutiva homogeneizada (21)2 é a lei efetiva do corpo, a qual define um endomorfismo IT :

- = — 0 - . .
L — Lp, F— P, em que Fj; = <Fl(])> e P = <Hij|F:F(0>>' Assim, escreve-se o gradiente
de deformacio microscépico de ordem zero, F(Y), como a soma de um tensor macroscépico
homogéneo, F, e um tensor rapidamente oscilante localmente periédico, F’/, ou seja, FO —

1
F+F’, em que as componentes destes tensores sao, respectivamente, Fij = 5”_{_881;7)12) e FZ’] — 387%) .
Além disso, nota-se que a lei efetiva (21)2 depende da solucao u® do problema local P
mediante F(9, embora, de fato, para obter (21)2 nao é necessario ter-se v(® nem u® senao dos
seus gradientes com respeito a X e Y, respectivamente.

Quando ¢ é suficientemente pequeno, como no caso de corpos micro-heterogéneos, a con-
tribuicdo provida pelas solucoes u® dos problemas P®), p > 2, é desprezivel e s6 o macro-
dislocamento v(®©) e a correcao de ordem O(e) u) sdo relevantes ao prover a aproximacio
u® ~ v 4+ cu® da solucio u do problema original. Por isso, na préactica, é suficiente resolver
somente problemas P© (21) e P (18).

Aplicacao a obtencao da lei efetiva de bilaminados

Agora, considera-se um bilaminado (N = 2) com formado por laminas perfeitamente coladas
as quais se alternam periodicalmente na diregao Yy, em que h € {1,2,3} é fixo. Tal arranjo das
laminas é conhecido como conectividade em paralelo para h = 1,2 e em série para h = 3 como
mostra a Figura 2.

Considera-se também que cada lamina é funcionalmente gradada na direcao da laminagao
Y}, e homogénea com respeito as outras duas dire¢ées. Assim, as propriedades dos materiais
constituintes variam continuamente. Com estas consideracoes, segue que as grandezas envolvidas
nos problemas definidos acima dependem da varidvel local Y somente através de Yj.

Seja ¢, = (xr) = % € (0,1) a fracao de volume da fase r = 1,2, com ¢; + co = 1. A célula
periédica é o cubo unitdrio Q@ = Q3 |JQ2, em que a superficie de contato 12 = Q1[92 é
o plano definido por Y}, = ¢1, e v = €, é o vetor normal a y12 com e, € {ej,e2,e3} a base
canonica de R3. Logo, segue de (12)1 e (16); que das componentes de F(O) e P(0) 6 Fi(,?) e Pi(jo),
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Figura 2: Bilaminados com conectividades (a) e (b) em paralelo, e (c) em série, e (d) repre-
sentacao bidimensional da célula periddica.

€))

. . ., . . ou; . .
j # h, respectivamente, dependem da variavel local Yj. Ainda mais, FZ’J = jh;—{,h, ou seja, s6

as componentes F}; de F/ sao nao nulas.
Como ulM) é Q-periddico, tem-se que (F') = 0. Agora, assumindo que F’ é constante em
‘ ; /Y c1 ;o s~ N
cada fase, é possivel afirmar que F' = ¢ <X1 - aXQ), em que ¢ = F ‘91’ a restricao de F' a
fase 1, é um tensor constante que, pelo visto acima, s6 as suas componentes ¢,, sdo nao nulas.
Logo, escreve-se

0 = C1
Fi(j) = Fyj + ¢y (Xl - a)@) : (22)

Logo, Pi(,?) sao as componentes da tracao atuando no plano de contato 15 com vetor normal

v. A continuidade da tragao através da superficie de contato segue de (17)3, ou seja, [[Pi(}[‘))ﬂ =
Y12

0, a qual, usando (14)2 e (22), resulta em

i = (23)
h = , h _R®oc ;)
N p—Fte ¢ F=F-Cl¢

com Y € v12. Lembre-se que a lei efetiva (21)y depende da solugao u(l)_do problema local P
somente através do seu gradiente. Assim, basta obter ¢’ em termos de F resolvendo a condi¢ao
de contato perfeito (23). Finalmente, a lei efetiva (21)9 vira

Fy 1% Py = e (1) A — { o (24)

— )
F=F+4;,AM ¢/ >T
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Resultados

Estudos preliminares

Primeiro, considera-se um comportamento constitutivo com expressao analitica simples para
o qual é possivel obter resultados analiticamente. Tal comportamento do corpo responde a
funcao de energia e a lei constitutiva seguintes (PRUCHNICKI, 1998)

W = ul (F—1), Py =2u(Fij — 6;;) (25)

em que /(7) = 7j;7; ¢ o primeiro invariante do tensor T e 1 = (y;), (12,3} ¢ 0 tensor identidade.
Cada realizagao particular da heterogeneidade é descrita especificando a propriedade p = p(Yp).
Nesta secao, consideram-se trés casos de heterogeneidade. O primeiro consiste de materiais
formados por uma tnica fase funcionalmente gradada (Figura 3 (a)) e, nesse caso, a propriedade
@ — Ry é uma funcao continua. No segundo caso, estudam-se bilaminados com fases
funcionalmente gradadas (Figura 3 (b)) e, portanto, a propriedade p = Xypir, pr : 2 — Ry, é
uma fungao continua por partes. O terceiro caso consiste de bilaminados com fases homogéneas
(2) e que apresentam amolecimento, ou seja, a propriedade p = Xy, r € Ry, é constante
por partes e devem considerar-se a fungao de energia ¢ e a energia critica ® = x,.®,, ¢, € R,
segundo (6).

Xl
Figura 3: Laminados periédicos com gradadagao funcional: uma (a) e duas (b) fases.

Para obter P segundo a lei efetiva (24), as componentes P, seguem de substituir (25)2 em
(23) e resolver as equacoes resultantes para ¢}, em termos das componentes de F, tendo-se que

/ H2 — H1 =
bin, = M1+—§—;M2 (Fin — 6in) , (26)

do qual, substitutindo (26) em (24) com (25)2, segue que

~1
- -1 /7 -1 1
P =2 (=) o) = {e () | (21)
Para obter as componentes P;j, j # h, basta substituir (25); em (24), tendo-se

Py =2 () (Fij — 6i5) s § # hy (1) = ¢ (i), - (28)

Logo, de (27) e (28) segue que o comportamento efetivo do bilaminado periédico com fases
constituintes segundo (25) é descrito completamente mediante as duas gradezas (u) e <u‘1>_1

e, portanto, é possivel escrever a lei efetiva como

~ R B . % ) ]75 h
F)ij = Q/Lij (Fz] - 51]) y Mij = { 2M>—1>_1 j =h (29)
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Note-se que a lei efetiva (29) é valida para qualquer realizagao particular da propriedade
p = p(Yy) incluindo ambos os dois primeiros casos mencionados acima. Note-se também que
(29) é linear com respeito a F qualquer seja p e, portanto, a variacio de P acompanhar & da
propriedade efetiva fi, ou seja, P e fi sdo diretamente proporcionais sendo 2 (F — 1) a constante
de proporcionalidade. Logo, nesse caso, basta estudar o comportamento de fi para conhecer o
comportamento qualitativo de P.

Por outro lado, o terceiro caso requer uma anélise diferente pois, ao considerar a possivel
ocorréncia de amolecimento, (6) e (7) também devem ser empregados. Assim, substituindo (25);
em (7), segue que cada fase responde a uma lei do tipo

Py =20 (Fy = by)exp { ~£ 1 (F 1)} (30)

Agora, substituindo (30) em (23), obtém-se um sistema de trés equagoes algébricas nao
lineares para obter ¢}, em termos das componentes de F dado por

— — C
p1 (Fin + @5, — 0in) exp{Eg } — p2 <Fih — é¢/¢h — 5ih) =0, (31)

em que, com soma por ¢ e j e lembrando que h ¢ fixo,

ij
M1 o C1 2 / / K1 1 (32)
2 =4+ == (Find';, — 2 —
(@1 + o D > (Find'in — 20hn) > <02> Do Pl
Finalmente, a lei efetiva para o terceiro caso é
Py = 2couy (FU + 8 AT, — ) exp {—fl‘)’"f (F + AN — 1)} . (33)

Um material com uma fase funcionalmente gradada

Agora, considera-se que a propriedade p : 2 — R, varia continuamente sobre toda a célula
periddica (Figura 3(a)) e é tal que (u) = 1. A seguir, apresentam-se cinco defini¢oes para a
variagdo de p: linear, exponencial, senoidal, cossenoidal e tipo onda quadrada (SARAVANAN;
RAJAGOPAL 2003). Em cada caso, pu depende também de um ou dois parametros (d e k)
que permitem controlar diferentes carateristicas de sua variacdo como sinal, tendéncia, mono-
tonicidade, amplitude e frequéncia. Além disso, tais pardmetros também podem determinar se
a propriedade efetiva é finita ou infinita, real ou complexa (por exemplo, a parte imagindria
de uma propriedade complexa poderia estar relacionada a um mecanismo de perda de energia
na forma de calor dissipado). Por enquanto, sdo de intersse apenas as realizagoes reais finitas.
Assim, além das expressoes de <,u_1>_1 para cada caso, apresentam-se também os dominios em

A R _1\—1 .
que esses parametros mantem <u 1> real e finita.

Variacao linear:

2(1-9)

- ———=, d€(0,2)\{1

p=2(1-208)Y,+9, (1) - In 252 (0:2)\{1} . (34)
1 , o6=1
Variacao exponencial:
5edVn 962

- -1 —, 0#£0
n=3 o5 °70 )T ={ o) 70 (35)

1 , 0=0 1 ., 6=0
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Variacao senoidal ou cossenoidal:

=1+ dsin (2knYy) ou p =1+ dcos(2knYy), k € Z,

1 (36)
(W =v1-062 6€(0,1)
Variacao tipo onda quadrada:
k=1 L, k impar
u:5+2(1—5)CkZ(—1)”H(Yh—%),Ck: E+1 ,
n=0 1 , k par
RO LU ey (37)
’ T 1 T
() = 25+ k—1 2 pat
5(2-19) , k par

em que H(-) é a funcao degrau de Heaviside.

A Figura 4 apresenta a variacdo das componentes fi;; = (1~ ')~! da propriedade efetiva fi
segundo (34)a, (35)2, (36)2 € (37)2 (k = 4,5) com respeito ao parametro ¢. Lembre-se que, neste
caso, as outras componentes de fi sao fi;; = (u) =1, j # h.

1

0.75

-1

(T

0.25

—Linear

— Exponencial

—Senoidal ou cossenoidal

—Onda quadrada (k = 4)
Onda quadrada (k = 5)

O 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2
S

Figura 4: A propriedade efetiva (1~!)~! de materiais formados por uma fase funcionalmente
gradada com respeito ao parametro § para diferentes tipos de gradacao funcional.

Na Figura 4, observa-se que todas as curvas para (u~!)~! sdo concavas, sendo que a con-
cavidade estrita ocorre, no intervalo estudado, somente para as variacoes linear e tipo onda
quadrada para as quais o maximo ocorre em 0 = 1, sendo que para as variacoes exponencial,
senoidal e cossenoidal o maximo é atingido em § = 0. Em todos os casos, eleger o valor de ¢
que maximiza a (u~!)~! implica escolher p = 1, ou seja, o material com a propriedade efetiva
(p~1)~! maximizada é, de fato, homogéneo com p = 1.

Sigmae, Alfenas, v.10, n.2, p.1-21. 2021.
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Um bilaminado com fases funcionalmente gradadas

Agora, considera-se o caso do bilaminado periédico com propriedade constitutiva p variando
continuamente em cada fase (Figura 3(b)). Note que, ao contrario do caso anterior de s6 uma
fase continumente heterogénea, mesmo se p varia segundo uma ou duas das leis (34)1, (35)1,
(36)1 e (37)1, j& (u) ndo é mais unitario. Em particular, para duas fases lineares (34)1, duas
exponenciais (35)1, e duas senoidais (36);, as componentes da propriedade efetiva fi sdo os
seguintes:

Duas fases lineares:

<,u>:1+62[(1—(52)(1+61+(52)—(1—(51)(1+C1+51)],

1 1 -1
-1 2 (1 — (51)61 + 87\ -8 2 — 69 FE=rry (38)
(1 1> 1_2{111 [( 5 > (2(1—52)C1+52> ]} .

Duas fases exponenciais:

dier _q d2 _ ,02c1
() = 15— + b
-1 (1 — 651) (1 _ 65101) (1 _ 652) (66201 _ 662) -1 (39)
<:u > - (5%66101 + (55652(1"'01) .

Duas fases senoidais:

(u)y =1+ 1 {22 sin [wks (1 + ¢1)] sin [rkaca] — ]i—lsin [mk1 (14 ¢1)]sin [71']43162]},
s 2 1

(40)

< _1>_1 1 Hk N lﬂ N 1 arcta 1 — 0% tan (mkicy)
=0 —— c1+ = — arctan
H kiy/1— 6% 1Ty T 1+ 03 tan (mkycy)

-1
1 1 1 1 — 62 tan (rkacy )
——ka— ||k —|| — = arct 2
+k2,/1_5% { 2 [[ 261+ 2:|:| Warc an 1—}—(52‘5&11(71’]{7261) ’

em que [-] denota o operador da parte enteira. Note-se que, para §; = d2 e k1 = ky ou ¢; =0, 1,
de (38)-(40) recuperam-se os resultados correspondentes a esses casos para o material periédico
com p variando continuamente na tunica fase, ou seja, as propriedades (34)2, (35)2 e (36)a,
respetivamente, e (u) = 1.

Lembre-se que a lei efetiva (29) é linear com respeito a F e, portanto, o comportamento de
P definido por ela sera proporcional ao da propriedade efetiva fi. Por isso, neste caso também
mostra-se somente o comportamento de f& dado por (38)-(40) para as diferentes variacoes (linear,
exponecial e senoidal) da propriedade constitutiva p do bilaminado periddico. Especificamente,
mostra-se o comportamento de [t com respeito aos parametros de fase ¢, e k., e as concentragoes
de volume das fases c,.

Na Figura 5, apresentam-se as componentes (u) e <u‘1>_1 da propriedade efetiva 1 com
respeito aos parametros de fase d, para ¢y = 0.5 k1 = 2 e ko = 3. Em todos os casos consegue-se
observar que o comportamento de ambas (1) e < /f1>71 apresenta monotonicidade, seja crescente,
seja decrescente, na direcao definida por qualquer segmento de reta orientado contido no plano

(01, 62).
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() (b) (c)
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"y
) .
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()
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0
1

0.5 0.5
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‘ 0.5 0.5
00 &

5 00 9
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Figura 5: Variagio com respeito aos pardmetros d, das propriedades efetivas (u) e (u=1)~1
de bilaminados com fases funcionalmente gradadas segundo leis (a) e (d) lineares, (b) e (e)
exponenciais, e (c) e (f) senoidais, respectivamente.

Na Figura 6, apresentam-se as componentes (i) e <u‘1>_1 da propriedade efetiva fi com
respeito a concentragao de volume ¢; para 01 = 0.1, 6o = 0.5, ky = 2 e ko = 3. Na Figura
6(a), que corresponde ao bilaminado com fases com variagao linear, ambas as curvas definidas
por (38) sao estritamente convexas com minimos ocorrendo para valores diferentes de ¢;. Na
Figura 6(b), que corresponde ao bilaminado com fases com variacao exponencial acontece que
ambas as curvas definidas por (39) sdo concavas, sendo estrita somente a de <,u_1>_1 enquanto
a de (u) é decrescente. Na Figura 6(c), que corresponde ao bilaminado com fases com variagao
senoidal, ambas as curvas definidas por (40) apresentam comportamentos oscilatérios, ou seja,
as duas tém extremos tanto absolutos quanto relativos, sendo a principal diferenga a tendéncia
crescente da curva de (u=1)"

1.1 11 11
—Ww s
_(u_1>_1 W
0.85 0.85 0.85
0.35 0.35 0.35
(a) (b) (c)
0'10 025 05 075 1 0'10 025 05 075 1 0'10 025 05 0.75 1
C C c

Figura 6: Variacdo com respeito & fracdo de volume ¢; das propriedades efetivas (u) e (u=1)~*
de bilaminados com fases funcionalmente gradadas segundo leis (a) lineares, (b) exponenciais, e
(c) senoidais.
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Um bilaminado com fases com amolecimento submentido a extensao unxial na
diregao da laminacao

Agora, considera-se o caso do bilaminado formado por fases homogéneas com amolecimento
apresentado acima submetido & extensao uniaxial na dire¢ao da heterogeneidade Y}, (Figura 7),
ou seja, as componentes de F sdo definidas como

Fup = A, FiiZ\/z,i?éh, Fij =0, i #j, (41)

em que A é a deformacdo principal na direcao da heterogeneidade Y}, e J = det F.

Figura 7: Representagao da extensdo uniaxial definida por (41).

Neste caso, de substituir (41) no sistema de equacoes definido por (31) e (32) resulta que
¢., = 0 para ¢ # h e, portanto, segue uma unica equacao para ¢}, ou seja,

- H2 o) o | a4\
1 (A + G 1)eXP{(I)2E;m q)lEqﬁ;m} M2<)\ 62¢hh 1) 0, (42)

em que

_ _ 2
. J . SR J
E(’h)h —FE\+2 <\/:_ 1) A g 4 (A( )%h) ,Ex=0\—-1%*+2 (\/:— 1) . (43)

Assim, de considerar (41) na lei efetiva (33) segue que P;; = 0 para i # j, enquanto

201 (A + @y, — 1) exp {—f{jE“) } i=h

/
1 hh

P- i .
[ J r ,
20er< )\—1) exp{—grEA}, 1#h

Resulta de interesse apresentar também a realizagao da lei efetiva do caso sem amolecimento
(29) para a deformagao (41), ou seja,

(44)

2y TN =1), i=h

Py = J ) (45)
2<,u)< )\—1), i#h

com a qual compara-se a lei efetiva (44) na Figura 8, em que apresenta-se a variagdo das compo-
nentes nao nulas de P, P;, e P;; com i # h, segundo as leis efetivas (45) e (44) de bilaminados
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com fases hipereldsticas nas versoes classica e com amolecimento, respectivamente, com proprie-
dades u1 = 2, us =4, e & = &5 = 1, e submetidos a extensao uniaxial na direcao da laminacao
Y}, definida por (41). As curvas sdo plotadas com respeito a J = det F para A = 1.1 e ¢; = 0.51
(Figuras 8(a) e (d)), A = Fy;, para J = 1.2 e ¢; = 0.51 (Figuras 8(b) e (e)), e ¢; para J =12 ¢
A = 1.1 (Figuras 8(c) e (f)).

1 15 1
(a) __Hiperelasticidade (b) (c)
classica
0.75 ___Hiperelasticidade 1 0.75
com amolecimento
f 0.5 %ﬁ 0.5 %f 0.5
0.25 0 0.25
o 5 2 25 3 05 15 2 25 3 % 02 05 o075 1
Wy A c,
1 15 1
(d) (e) (f)
0.75 1 0.75
o~ 05 o~ 05 a- 05
0.25 0 0_25\
o 15 2 2.5 3 B8y 15 2 2.5 3 % 025 05 075 1
& Iy ¢

Figura 8: Variacio das componentes Py e P;; segundo as leis efetivas (44) e (45) dos casos com
e sem amolecimento com respeito ao determinante Jacobiano J ((a) e (d)), a deformagao na
direcao da laminacao A ((b) e (e)), e a concentracao de volume da fase 1 ¢; ((c) e (f)).

Na Figura 8(a) observa-se que a componente Py; do bilaminado sem amolecimento é cons-
tante com respeito a J, enquanto para o bilaminado com amolecimento cresce até atingir um
valor méximo em J ~ 1.1 e depois decresce monotonicamente. Na Figura 8(d) observa-se que
a componente P;; do bilaminado sem amolecimento cresce monotonicamente com respeito a .J,
enquanto para o bilaminado com amolecimento cresce até atingir um valor maximo em J ~ 1.8 e
depois decresce monotonicamente. Nas Figura 8(b) e (e) observa-se que, para ambos os bilami-
nados, sob deformagoes pequenas, a extensao na dire¢cao de laminagao corresponde um aumento
na tensdo nessa direcao Py, e um decremento na tensdo na direcao perpendicular & de laminacao.
Além disso, para grandes deformacdes o comportamento de Py, e Pj; é estritamente monotonico
para o bilaminado sem amolecimento, enquanto Py, e P; atingem valores extremos, maximo
e minimo, respectivamente, para A ~ 1.5 para depois se aproximar monotonicamente a zero.
Nas Figura 8(c) e (f) observa-se que, para ambos os bilaminados, a componente P;; é estrita-
mente decrescente com respeito a ¢, enquanto Py, cresce para o bilaminado com amolecimento
e decresce para o bilaminado sem amolecimento.
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Bilaminados com fases neo-Hookeanas compressiveis

A seguir, considera-se que comportamento constitutivo das laminas é neo-Hookeano com-
pressivelz ou seja, aquel com fungao de energia e lei constitutiva (LOPEZ-PAMIES; PONTE
CASTANEDA, 2009; OGDEN, 1997)

W= (g - %) (J—1)2+%(I(F)—3—21nj),
9 " (46)
Py = uF;; + |:<K, — 3u> (J—1)— J} cof Fyj,

em que k e [ sdo, respectivamente, os médulos de volume e cisalhamento. Assim, a lei efetiva
de tal bilaminado é

Fij = ¢ (i), <Fih + 5jhA(r)¢;h)

+| | ¢ (kr) —gc (), ) (J +6; A(T)J'—l)—M cof F ’ o
r \Rr/), 3r T/ jh J+5jhA(r)J/ iJ
em que ¢’ é solucao do sistema de equacoes algébricas definido por
_ , _ c1 o, — U2 H1
1 (Fin + dip,) — po <Fz’h - C2¢ih> + cof F; Ty N "

2 = 2 -
+ Kk — 1 (J+J/—1)— Ko — =42 J—EJ/—I =0
3 3 Cc2

com Y} = ¢1. Aqui inclui-se também o caso de laminas funcionalmente gradadas. Por outro
lado, também resulta de interesse estudar o caso de laminas com amolecimento, ou seja, aquelas
que respondem & lei constitutiva

P = {uﬂj + [(n - 3,;) (J—1)— 5] cofF,-j}

(49)
xexp{—é [(g - %) (J — 1)2+g(I(F) —3—21nJ)}}

cuja lei efetiva é obtida ao substituir (49) em (24) com ¢’ solugao do sistema de equagoes que
resulta de substituir (49) em (23). Nao serao apresentadas as expressoes analiticas da lei efeitva
e o sistema de equagoes para este caso devido a sua complexidade. Basta dizer que (47) e (48)
estao completamente contidas nas expressoes analiticas da lei efeitva e o sistema de equagoes
para este caso.

Extensao unxial na diregcao da laminagao

Neste caso, apresentam-se resultados da lei efetiva (47) de um bilaminado com fases ho-
mogéneas submetido a extensdo unxial na dire¢do da laminac¢do como definida por (41) e re-

presentada na Figura 7. As propriedades dos materiais das laminas sao k1 = 100, u; = 1, e

’;—f = % = 20. A Figura 9 apresenta as componentes nio nulas de P, Py, e P, com respeito

aJ para A = 1.1 e ¢; = 0.7 (Figura 9(a)), A para J = 1.2 e ¢c; = 0.7 (Figura 9(b)), e ¢1 para
J=12e)=1.1(Figura9(c)). Note-se que o comportamento, em todos os casos, é estritamente
monotonico, sendo ambas Py, e Pj;; crescentes com respeito a J e decrescentes com respeito a

c1, enquanto Pj; cresce e Py, decresce com respeito a A.

Sigmae, Alfenas, v.10, n.2, p.1-21. 2021.



ISSN: 2317-0840 Pérez-Ferndndez (2021) 17

2500 250 500

(b) (c)
2000 200 400
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1000 100 200
500 50 100
SR
(a)
0 0 0
1 15 2 2.5 3 1 15 2 2.5 3 0 025 05 075 1
@ A c
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Figura 9: Variacdo das componentes Pyj, e P; segundo a lei efetiva (47) com respeito ao de-
terminante Jacobiano J (a), a deformagao na dire¢ao da laminacao A (b), e a concentracao de
volume da fase 1 ¢; (c).

Comportamento efetivo e evolugao da microestrutura sob a agcao de deformacao
plana

Agora, apresentam-se resultados da lei efetiva (47) de um bilaminado com fases homogéneas
quando é submetido & deformagao plana (Figura 10)

cosf —sinf 0 A0 0 cosf sinf 0
F=| sind cosf 0 0 1 0 —sinf cosf 0 |. (50)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Figura 10: Representacao da deformacgao plana definida por (50).

O bilaminado é o mesmo que na secao anterior, ou seja, as propriedades dos materiais das
laminas sao k1 = 100, u; = 1, e :—f = Z—f = 20. A Figura 11 apresenta as componentes nao
nulas de P, P; (Figura 11(a)), Py (Figura 11(b)), Py, (Figura 11(c)) e Py, (Figura 11(d)),
com respeito a A para ¢; = 0.7 e § € {0°,20°,40°,45°,50°,70°,90°}. Além disso, a Figura
11(e) apresenta o desvio 6" da diregao de laminagao original acontecido apés a deformagao como
representado na Figura 10. O desvio 0, que é dado por

(1 —2?)sin26
VA% cos? 6 +sin? 0 ,

o' + g = arccos { (51)

representa uma medida da evolugao da microestrutura pois descreve a mudanga de uma das
suas caracteristicas estruturais, a direcdo de laminagao, no bilaminado deformado.
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Figura 11: Variacao das componentes niao nulas de P ((a)-(d)) e o desvio da direcdo de laminacao
original (e) do bilaminado submentido a deformacao plana (50) plotadas para diferentes valores
complementérios de 6.

Primeiro, nas Figuras 11(a) e (d), note-se que, para 6 € 0°,90°, somente as componentes
P;; e Py, sdo nao nulas. Além disso, para € fixo, P;; cresce enquanto Py, decresce, e vice-versa.
Por outro lado, nas Figuras 11(b) e (c), note-se que, para 6 ¢ 0°,90°, as componentes Pj; e
P, sdo estritamente crescentes. Nas Figuras 11(a)-(d), note-se que, quantitativamente, P; e
P, aparentam ser inversamente proporcionais, enquanto Py; e Py, aparentam ser diretamente
proporcionais. Finalmente, na Figura 11(e), note-se que a diregao de laminagao ndo muda para
6 € 0°,90° no bilaminado deformado, enquanto para 6 ¢ 0°,90° a direcao de laminagao no
bilaminado deformado se desvia da direcao de laminacao original na medida que a deformagao
aumenta.

O limite de incompressibilidade sob extensao equibiaxial na presenca de amoleci-
mento e gradacao funcional

Neste caso, assume-se que k, é constante enquanto p, varia linearmente segundo (34); para
ambos os bilaminados formados por fases com e sem amolecimento. Os bilaminados estarao
submetidos a acdo de uma extensao equibiaxial em planos paralelos a direcao de laminacao
(Figura 12). Formalmente, escreve-se

Fy=Fuy, =\ Fj; =X, F;; =0,i#j, (52)

em que N\ acontece na direcido perpendicular ao plano da extensao equibiaxial e é obtida da
condicao (Pj;) = 0. Interessa-nos estudar o comportamento destes bilaminados no limite de
incompressibilidade, ou seja, para k, — 0o que deve implicar que J = MA? — 1. Dito de uma
outra forma, x, — oo implicard que J = X — /\%

A Figura 13 apresenta resultados numéricos de Pyh e J obtidos segundo a lei efetiva para
K1 € {1.51, 10, 106}7 61 = 0.49, ¢; = 0.51, :—f = 1.5, g—f =1.1,e &1 = &5 = 1. As curvas plotadas
com sibolos “o” e linhas sdlidas representam, respectivamente, os bilaminados formados por

fases com e sem amolecimento. As cores indicam os diferentes valores de k1.

Sigmae, Alfenas, v.10, n.2, p.1-21. 2021.



ISSN: 2317-0840 Pérez-Fernandez (2021) 19

0.3 v - T - 1
° HAK1=1.51 (a) (b)
o HAx, =10
5 0.75 1
02l ° HAK1=1O
A —HC«x, =151 o~
= £ o5 ]
o —HC«, =10 o

0.1} —HC«, = 10° 588

¢ .01 1.02 1.03 1.04 1.05

3
A
1.6 T T T 1.000001
(c) (d)
1.4¢
[T o 1.0000005} ©0000000000000, 4
%: oooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°°°°°°°°°Ooo°°°°°°° }g °°°o°° °°°o°°o°oooooooooooo°°°
o 4 © o°
121 fe° o
o
_
1 o 1
1 1.5 2 25 3 1 1.5 2 25 3
A A

Figura 13: Variacio da componente Py, ((a) e (b)) e o determinante Jacobiano J ((c) e (d)) de
bilaminados com e sem amolecimento com respeito a A para valores crescentes de k..

Na Figura 13(a) observa-se que, para deformagoes pequenas, os comportamentos efetivos
de ambos os bilaminados sao similares e reproducem a hiperelasticidade cléssica, ou seja, sem
amolecimento. Na Figura 13(b) observa-se que, assim que a deformagao cresce, a lei efetiva do
bilaminado sem amolecimento cresce monotonicamente, enquanto a lei efetiva do bilaminado
com amolecimento cresce até atingir um valor maximo em A ~ 1.3 e depois decresce mono-
tonicamente a zero. Além disso, na Figura 13(b) se observa que as curvas para x1 > 10 sao
praticamente indistinguiveis para ambos os bilaminados, o que sugere a existéncia de curvas
limite para x, — oo. Na Figuras 13(c) e (d) observa-se que J cresce monotonicamente para o
bilaminado sem amolecimento, enquando atinge um valor méximo para A ~ 1.7 e depois decresce
monotonicamente. Além disso, Figuras 13(c) e (d) confirmam que J — 1 para , — 0o ambos
os bilaminados, ou seja, eles sao practicamente incompressiveis.
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Consideracoes finais

O amolecimento das fases de um compdsito é um mecanismo de falha que pode se manifestar
macroscopicamiente para deformagoes suficientemente grandes. O amolecimento macréscopico
de compésitos pode ser predito mediante o método de homogeneizagao assintética untilizado
neste trabalho. Em particular, estudou-se o comportamento macroscépico de bilaminados no
regime de deformacao finita e analisaram-se iniimeros casos de comportamento constitutivo, a
saber, combinagoes de hiperelasticidade com e sem amolecimento e gradacao funcional (linear,
exponencial, senoidal, cossenoidal, e tipo onda quadrada) sob diferentes tipos de deformagao (ci-
salhamentos simples e puro, extensoes uniaxial e equibialxial, e deformacao plana). Analisou-se
a influéncia de varios parametros no comportamento efetivo, a saber, pardmetros que controlam
a gradacao funcional, a compressibilidade, e o amolecimento. Com estes resultados foram gene-
ralizados trabalhos anteriores referentes a barras e laminados com leis constitutivas nao lineares
sob deformagoes pequenas (DECIO JR et al., 2019, 2021; LOPEZ-REALPOZO et al., 2008;
PEREZ-FERNANDEZ; BECK, 2014; PEREZ-FERNANDEZ et al., 2007).
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