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Resumo: O objetivo deste trabalho é usar uma varidvel aleatoria mista para modelar dados
de pagamentos de provedor de internet feitos pelos clientes de uma empresa de uma cidade da
Paraiba. Numa andlise de dados, um dos primeiros passos € observar a natureza das varidveis
envolvidas e fazer uma andlise grdfica delas. Geralmente, essas varidveis podem ser classificadas
como discretas ou continuas. As discretas surgem preponderantemente de contagens, enquanto
que as continuas surgem de medidas. Mas existem ainda as varidveis mistas, que sao obtidas
fazendo-se uma soma ponderada de varidveis discretas e continuas. No caso dos dados utiliza-
dos, a andlise grdfica indicou um comportamento exponencial, que ¢ um modelo continuo para
dados positivos. No entanto, havia uma grande quantidade de valores nulos, de modo que foi
levantada a hipdtese de se usar wma varidvel mista, sendo que a parte positiva foi modelada pela
distribuicao exponencial e os valores nulos por uma varidvel degenerada no ponto zero.

Palavras-chave: Dados inflacionados de zeros; distribuicao exponencial; variavel degenerada
em zero.

Abstract: The objective of this work is to use a mixed random variable to model data from
payments made by customers of a Paraiba city. In a data analysis, one of the first steps is to
observe the nature of the variables involved and to make a graphical analysis of them. Generally,
these variables can be classified as discrete or continuous. The discrete ones arise predominantly
from countings, while the continuous ones arise from measures. But there are still the mized
variables, which are obtained by making a weighted sum of discrete and continuous variables.
In the case of the data used, the graphical analysis indicated an exponential behavior, which is
a continuous model for positive data. However, there was a large amount of null values, which
gave rise to the hypothesis of using a mized variable, where the positive part were modeled by
the exponential distribution and the null ones by a degenerate variable at zero point.

Keywords: Zero infllated data; exponential distribution; zero degenerated variable.

Introducao

Uma variavel aleatéria X é uma funcao que tem dominio em um espago amostral {2 e contra-
dominio no conjunto dos nimeros reais. De acordo com os valores que a varidavel aleatoria pode
assumir, pode-se classificd-la como discreta, continua ou mista. H4 ainda a varidvel singular, que
é continua em quase toda parte exceto em um conjunto de medida de Lebesgue nula (JAMES,
2002), nao podendo ser classificada como discreta, continua ou mista.

Uma parte importante das analises estatisticas é definir varidveis aleatorias que sejam capazes
de mensurar as caracteristicas de interesse. Depois de feita a avaliagdo exploratéria dos dados,
muitas vezes a andlise é aprofundada através de inferéncias. Podem ser construidos intervalos de
confianga, realizados testes de hipéteses ou sdo propostos outros modelos, como os de regressao
por exemplo.
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Uma etapa intermedidria neste processo consiste em fazer suposi¢oes sobre um modelo pro-
babilistico que seja adequado a(s) varidvel(is) em questdo. Primeiramente, é preciso saber se
serd usado um modelo discreto ou continuo. Boa parte dos dados que aparecem em situacgoes
praticas se enquadra nesta situagao e entao usa-se um modelo conhecido que seja adequado. Em
outras situagoes, observa-se que a varidvel é formada por uma parte discreta e outra continua,
o que se chama varidvel aleatéria mista (CHANDRA, 1977; WELD; LEEMIS, 2017).

Quando a varidvel aleatéria é mista, ela nao tem uma funcao de probabilidade associada
(porque nao é discreta), nem uma fungao densidade de probabilidade, pois é necessério que para
cada ponto individual se tenha uma probabilidade zero para uma varidvel aleatdria absoluta-
mente continua. No entanto, pode-se caracterizar a distribuicao da varidvel aleatoria mista a
partir da funcao de distribuicdo acumulada, que neste caso é composta por partes distintas:
uma discreta e outra continua. Se X é uma varidvel aleatdria mista, sua fungao de distribuigao
pode ser especificada através da média ponderada entre uma funcao de distribuicdo acumulada
de duas varidveis, uma discreta e outra continua, isto é

F(z) = aFi(z) 4+ (1 — a)F(z),

onde 0 < o < 1 serd o peso dado a cada componente da mistura e F? e F€ sao as distribuicoes
do tipo discreta e continua, respectivamente (CHANDRA, 1977).

Em muitas situacoes praticas muitos zeros aparecem para varidveis que tecnicamente deve-
riam assumir valores no intervalo positivo da reta real, ou seja, estritamente positivos e continuos,
o que pode trazer problemas na modelagem de tais varidveis, e o uso de varidveis mistas pode
ajudar em situacoes assim.

Deste modo, este artigo tem o objetivo principal de apresentar o uso de uma variavel mista
para modelar um conjunto de dados referente a pagamentos realizados a um provedor de internet,
bem como apresentar alguns resultados descritivos desta modelagem.

Material e métodos

O conjunto de dados usado neste trabalho é referente a pagamentos feitos por clientes de
um provedor de internet de uma cidade da microrregiao do Brejo Paraibano (Figura 1), que fica
inserida na mesorregido do Agreste do estado, englobando ao todo oito municipios.

Figura 1: Regiao do Brejo no estado da Paraiba destacada em vermelho no mapa.
Fonte: Wikipedia (2020).
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No total foram obtidos os valores de 302 pagamentos, em reais, feitos a uma empresa que
fornece servicos de acesso a internet banda larga através de cabos coaxiais ou metalicos, e fibras
Oticas, sendo o preco estabelecido conforme a quantidade de megabytes contratada pelo cliente.
Todas as informagoes foram obtidas durante o més de marco de 2017.

Foi usada uma varidvel aleatoria mista para modelar a varidvel de interesse, referente aos pa-
gamentos realizados, com a parte continua sendo representada por uma distribuicao exponencial
e a parte discreta representada por uma varidvel degenerada no ponto zero.

Neste contexto, em principio pode-se pensar em uma varidvel aleatéria com distribuicao de
Bernoulli onde a probabilidade de sucesso p esté associada a adimpléncia dos clientes, ou seja,
Y ~ Bernoulli(p) (ROSS, 2010) tal que

v 0, se o cliente era inadimplente,
| 1, se o cliente era adimplente;

e como a probabilidade de sucesso € p, a distribuicao da variavel aleatoria Y fica dada da seguinte
maneira

PY =y)=p’(1-p)Y,

comy € {0,1} e p € [0, 1].

Dessa forma, esta varidvel de Bernoulli foi adaptada para a construcao de uma variavel mista,
em que a parte discreta, Xg4, é dada por uma varidvel degenerada em zero (equivalente a Y = 0,
para os clientes inadimplentes) e a parte continua é dada por uma varidvel com distribuigao
exponencial. Assim, considera-se uma variavel aleatéria X, exponencialmente distribuida, ou
seja, X. ~ Exp(A) (ROSS, 2010), tal que sua fungao de distribuicdo acumulada é dada por

0, se x<0,
Fc(x):{l—e_)‘m se x> 0.

Tal ideia estd representada graficamente pela ilustragdo da Figura 2. Se a varidvel Y assume o
valor 0, tem-se a situacao dos clientes inadimplentes, cujo valor pago é igual a 0. Quando Y =1
estao sendo considerados os clientes que realizaram efetivamente algum pagamento, sendo que
o valor pago serd modelado por uma variavel aleatéria X. ~ Exp()).

Y=0 0 (zero)

Fag. mensal

Y=1 Exponencial

Figura 2: Esquema grafico ilustrando a construgao da varidvel mista a partir de uma variavel
com distribuicao de Bernoulli. Fonte: os autores.

Os valores referentes aos pagamentos dos clientes foram inseridos no software R, versao 4.0.3
(R CORE TEAM, 2020). Todos os resultados apresentados na préxima secao foram obtidos
diretamente neste programa, sem o uso de nenhum pacote adicional.
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Resultados e discussao

A amostra foi composta de 302 observagoes referentes aos pagamentos de servicos de internet,
sendo que 220 desses pagamentos foram efetivados, enquanto 82 deles nao o foram, implicando
em uma quantidade considerdvel de clientes inadimplentes e, consequentemente, na presenca de
vérios zeros nos dados.

O problema da inadimpléncia tem sido objeto de estudos no Brasil. Daros e Pinto (2017),
por exemplo, fazem uma boa revisdo de trabalhos que tratam sobre o problema em diversas
localidades do pais. Porém, é incomum encontrar trabalhos que tratem desta abordagem de
variaveis mistas nestes tipos de trabalhos.

Na Figura 3, pode-se observar dois histogramas dos dados, um com a inclusao dos valores
iguais a zero (a) e outro sem estas observagoes (b). No primeiro histograma (a) observa-se a
frequéncia relativa maior para a primeira categoria da varidvel em funcao da presenca dos valores
nulos, j4 no segundo (b) a forma do histograma indica que os dados seguem uma distribuigao
exponencial.
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Figura 3: Histogramas dos dados referentes a pagamentos dos servicos de internet com a inclusao
dos zeros (a) e sem a inclusao dos zeros (b).

Conforme mencionado anteriormente, ao longo do periodo observado 82 clientes nao pagaram,
o que representa 27,15% de inadimpléncia. Porém, quando se observa o histograma sem a
inclusao destes valores nulos verifica-se o indicio de um comportamento exponencial conforme
linha tracejada em azul na Figura 3 (b). Mas quando se considera o conjunto de dados completo,
hé uma quantidade consideravel de zeros, o que atrapalha a modelagem probabilistica por meio
da distribuicdo exponencial, dado que ela é definida apenas para valores positivos. Quando se
compara a primeira barra (valores menores que 100) entre os graficos (a) e (b) da Figura 3
vé-se que a frequéncia no primeiro grafico é praticamente o dobro da frequéncia para o mesmo
intervalo de variagao no segundo histograma, o que mostra o impacto dos valores iguais a zero
no banco de dados.

Deste modo, percebe-se que ha duas varidveis distintas: uma discreta, degenerada no ponto
zero associada aos clientes inadimplentes, e outra continua e estritamente positiva, referente
aos clientes que cumpriram com seus compromissos financeiros junto & empresa. Em outras
palavras, a partir da quantidade de dinheiro paga pelo cliente & empresa, é possivel se definir
uma varidvel aleatéria mista X tal que sua funcao de distribuicao acumulada seja dada por

F(z) = aFz) 4+ (1 — a)F(z), (1)

sendo a € [0, 1], F¢ a funcdo de distribuicao acumulada de uma varidvel discreta degenerada em

Sigmae, Alfenas, v.9, n.2, p. 37-44. 2020.



ISSN: 2317-0840 Silva, Maia e Esteves (2020) 41

zero, Xy =0, e F'° a funcao de distribui¢do acumulada de uma varidvel aleatéria continua com
distribuigao exponencial, X, ~ Exp(A).

Uma vez proposto o modelo, o passo seguinte foi estimar os parametros envolvidos, a e A.
O parametro « é interpretado diretamente com uma taxa de inadimpléncia para os clientes da
empresa, cuja estimativa se dd pela frequéncia de zeros, o que neste caso implica que

82
a=——~0,2715.
TT 3027

O parametro da distribuigdo exponencial (A) pode ser interpretado como o inverso do valor
médio de pagamentos realizados pelos clientes adimplentes e foi calculado pelo estimador de
maxima verossimilhanca da exponencial, ou seja, A =1 /X., sendo X, ~ 210,28 a média
amostral dos dados estritamente positivos. Dali,

/X:

57035 0,0048.

O componente discreto da variavel mista tem apenas um valor, que é o 0, e assim a funcao
de distribuicdo acumulada para o componente discreto fica,

d/~ 0, se x<0,
F(x)_{l, se x>0.

Ja para a componente continua da varidavel mista, sua funcao de distribuicao acumulada é

0, se z<0,
1—¢ 21028 ge z>0.

Fo) = {

Na Figura 4, sao apresentados os graficos das funcoes de distribuicao acumulada para as
componentes discreta (a) e continua (b). Na Figura 4 (b), a curva da funcao de distribuicao
acumulada da componente exponencial foi sobreposta aos dados estritamente positivos, onde
pode-se perceber que a curva se ajusta razoavelmente bem aos dados, o que corrobora com o
que j& havia sido observado na Figura 3 (b).
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Figura 4: Gréficos das fungoes de distribuicao acumulada para os componentes discreto (a) e
continuo (b).

Assim, voltando para a construgao da varidvel aleatéria mista dada pela expressao (1), a
funcao de distribuicao acumulada de X, com a combinagao das componentes discreta e continua
dadas anteriormente, tem a forma
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F() = o FU(@) + (1 - a) ()
—0,2715 + 0, 7285 (1 _ e*ﬁzs) ,

ou seja,

0, se x <0,
F@) =19 0,2715 4 0, 7285 (1 - e*ﬁ) , se x> 0. )

A Figura 5, apresenta os valores de probabilidade acumulados a partir dos dados completos
(ou seja, com a inclusao dos zeros), juntamente com a sobreposicdo em vermelho do grafico
da fungao de distribuigdo acumulada obtido na Equacao (2). Neste caso, destaca-se o salto
no ponto zero, que corresponde a parte discreta da varidvel mista e a curva exponencial para
o componente continuo, onde nota-se um bom ajuste da curva aos valores observados. E im-
portante notar que o tamanho do salto no ponto z = 0 corresponde diretamente a taxa de
inadimpléncia dos clientes, ou seja, quanto maior o tamanho deste salto, maior é o niamero de
inadimplentes nos dados, o que certamente é uma informacao de grande interesse para a empresa.
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Figura 5: Gréfico da funcao de distribuicao acumulada da variavel aleatéria mista.

Existem trabalhos que tratam deste tipo de abordagem envolvendo dados inflacionados de
zeros (MIN; AGRESTI, 2002), porém, sdo muito mais frequentes os modelos para dados de con-
tagem, tais como Poisson ou Binomial negativo (ZAMRI; ZAMZURI, 2017). Desta forma, nao
¢ muito comum se encontrar trabalhos na literatura que tratem de dados continuos estritamente
positivos inflacionados de zeros, como abordado aqui.

Ainda assim, em outro contexto Hazra et al. (2018) apresentam um trabalho que buscou mo-
delar dados provenientes a indices pluviométricos na fndia, usando uma modelagem exponencial
inflacionada de zeros, porém, seguindo uma abordagem bayesiana. Em outro trabalho, Huang
et al. (2019) também usa uma modelagem exponencial inflacionada de zeros para modelar taxas
de vitimas em acidentes de navio.

Entretanto, como pode ser observado, embora estes trabalhos citados adotem uma mode-
lagem parecida ao que foi feito aqui, nenhum deles estda diretamente relacionado com o tipo
de problema tratado neste trabalho, que envolve dados financeiros e problemas relacionados a
inadimpléncia dos clientes.
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Conclusao

Diversos conjuntos de dados reais modelam diretamente alguma variavel aleatéria de inte-
resse, que pode ser discreta ou continua. Muitas vezes, com base apenas em uma analise visual
rapida em alguns graficos descritivos, é possivel se adotar algum modelo probabilistico que pode
esconder alguns detalhes importantes, e que acabam direcionando para algumas interpretagoes
equivocadas.

Neste caso em particular, observou-se um conjunto de dados referente a pagamentos de
servicos de internet que indica um modelo exponencial, mas que esta inflacionado de zeros
(referentes aos clientes inadimplentes). Como a taxa de inadimpléncia foi relativamente alta
(pouco mais de 27%), o problema foi facilmente percebido. Porém, em outras situagoes reais em
que a taxa de presenca de zeros seja menor, tal situacao pode nao ser percebida.

Assim, neste trabalho foi apresentado um ajuste na definicdo da varidvel, com base no
conceito de varidvel aleatdéria mista, que combina uma parte discreta no ponto zero com um
componente continuo exponencial para os valores que foram efetivamente pagos. Além disso,
modela adequadamente a variavel em questao facilitando inclusive a andlise descritiva dos dados
e possiveis direcionamentos para novas andlises.
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