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Resumo: Este trabalho se propds a abordar e avaliar via simulagéo de dados, os critérios de otimalidade A e D em
delineamentos de misturas construidos a partir de um delineamento rotacional, considerando modelo Poisson,
explorando a fronteira do zero em partes dos componentes de um simplex e, também, analisar o uso dos termos inversos
nesses componentes. Em funcédo da restricdo matemética imposta aos delineamentos de mistura, a obtencdo da
propriedade de rotacionalidade é obtida pela utilizacdo de procedimento algébrico especifico, para que sua
caracteristica inerente seja preservada, isto €, a variancia de predicao seja constante para todos 0s pontos experimentais.
No cenério de problemas de misturas, quando a resposta apresenta mudancas extremas, quando parte dos componentes
tenderem a fronteira do zero, os modelos usualmente utilizados podem nédo ser condizentes para lidar com esse fato.
Desta forma, a inclusdo de termos inversos, associados a esses componentes nos modelos classicos pode ser uma
alternativa mais adequada, porque essas mudangas ocorrem com menor incidéncia na fronteira dos referidos
componentes. Pelos cendrios avaliados, constatou-se que a maior precisao do modelo Poisson ao analisar as deviances,
estando parte dos componentes de misturas tendendo a fronteira do zero, ocorreu quando utilizou-se os delineamentos
D-6timos com a inclusdo dos termos inversos nestes componentes em detrimento do A-6timo e rotacional. Ficou
evidenciado também que na maioria dos cenarios avaliados os delineamentos D-6timos foram os mais robustos,
sobretudo na fronteira do zero.
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Abstract: It is proposed to evaluate, through simulation of data, the optimality criteria A and D in misture designs
constructed from a rotational design, considering Poisson model, exploring the boundary of zero in parts of the
components of a simplex. Due to the mathematical constraint imposed on the mixing designs, obtaining the rotationality
property is obtained by the use of specific algebraic procedure, thus preserving the constant prediction variance for all
the experimental points. In misture problem, the predicted response may exhibit extreme changes when part of the
components tends to zero, and the models usually used may not be adequate to deal with this fact. In this way, the inclusion
of inverse terms associated with these components in the classical models may be a more adequate alternative because
these changes occur with a lower incidence in the frontier of said components. By the scenarios evaluated, it was verified
that the greater precision of the Poisson model when analyzing the deviances occurred when the D-optimal designs were
used with the inclusion of the inverse terms in these components in detriment of the A-optimal and rotational.

Keywords: Mixture problem; Inverse terms; Optimality criteria.

Introduciao

Em algumas situacbes envolvendo problemas de misturas a resposta pode apresentar
mudancas extremas, quando parte dos componentes tendem a uma fronteira, geralmente zero, e, neste
caso, 0os modelos usualmente utilizados podem néo ser capazes para lidar com esse fato. Uma
alternativa foi proposta por Draper e John (1977) no intuito de modelar essas mudancas extremas,
com a inclusédo de termos inversos nos modelos classicos, pois, em tese, estas ocorrerdo com menor
incidéncia na fronteira dos componentes.
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Ao se realizar a modelagem estatistica € aconselhavel sempre optar por delineamentos que
usufruam de boas propriedades (ZEN et al., 2015). Em problemas aplicados a area industrial, por
exemplo, a rotacionalidade é as vezes requerida, pelo fato de a variancia de predigcdo ser constante
para todos os pontos experimentais, segundo Atkinson, Donev e Tobias (2007). Outra propriedade
desejada é a utilizacdo de delineamentos 6timos, pois 0os pardmetros do modelo referentes as
proporcbes de mistura podem ser estimados independentemente dos parametros referentes as
variaveis utilizadas (GOOS; JONES; SYAFITRI, 2016), e ainda, exigirem um nimero de observacao
menor que 0s esquemas usuais do simplex lattice e centroide, usualmente utilizados no contexto de
misturas (GOMES; DINIZ, 2002).

Com a restricdo matematica da soma das propor¢des dos componentes ser igual a unidade, a
obtencdo da propriedade de rotacionalidade para o delineamento utilizado ndo é um procedimento
trivial. Desta forma, Cornell (2002) desenvolveu um procedimento algébrico para obter os
componentes de misturas por meio de um delineamento rotacional, de tal modo que sua caracteristica
fundamental seja preservada, ou seja, a variancia da predicdo seja constante em todos 0s ensaios.

E comum que em problemas de misturas a resposta seja um nimero na escala continua,
entretanto é possivel que a mesma seja uma contagem (Nepomucena; Silva; Cirillo, 2013). A
contagem surge, por exemplo, quando realiza-se um experimento em que cada ensaio é composto de
diferentes proporcdes de principios ativos que somam a unidade, e que serdo aplicados em um espaco
delimitado, com o objetivo de se obter as propor¢des ideais de tal modo que haja a letalidade
eliminando o maior nimero de organismos, como: animais, plantas, fungos, protozoarios, bactérias,
entre outros. Sendo assim, uma alternativa para lidar com uma resposta ndo-normal é a metodologia
estatistica de modelos lineares generalizados, que amplia a possiblidade de outras distribuices
pertencentes a familia exponencial para a variavel resposta.

Este trabalho tem por objetivo avaliar os critérios de otimalidade A e D em delineamentos de
misturas construidos a partir de um conjunto de delineamentos rotacionais, entretanto considerando
a resposta como uma contagem e ajustando modelo linear generalizado, explorando a fronteira do
zero em partes dos componentes de mistura e analisando o uso dos termos inversos nesses
componentes.

Modelos de misturas com termos inversos

O problema de mistura é definido a partir da restrigdo do tipo Y/_,x; =1, comx; =
0 (DRAPER; JOHN, 1977). Outro fato a ser analisado é quando ocorrem mudangas extremas nas
respostas quando um, ou mais, destes componentes de misturas tendem a fronteira do simplex, isto é
f(x;) = oo, com x; = 0. Neste caso, 0s modelos usualmente utilizados podem ndo ser condizentes
para lidar com essa situagdo. Em situaces como esta, as variancias dos erros serdo totalmente néo
homogéneas e no intuito de modelar essas mudancas extremas Draper e John (1977) definiu os
seguintes modelos com termos inversos:

q q
MO0 = ) P+ Y s (1)
i=1 i=1

nz(x) = Zq:ﬁixi + zq:ﬁijxixj +Zq:ﬁ—ixi_1: (2)

i<j
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a a a a
n3(x) = Z,Bixi Z.Bijxixj + Z Bijixixj X Zﬁ—ixi_l .(3)
i=1 i=1

i<j i<j<k
Obtencéo de delineamentos de misturas a partir de delineamentos rotacionais

Cornell (2002) apresentou um procedimento algébrico para obter os componentes de mistura
por meio de um delineamento rotacional, de tal modo que a sua caracteristica fundamental seja
preservada ao ajustar modelos de ordem 1 e 2, ou seja, a variancia de predicdo € mantida constante
em todos 0s pontos. Para isso, supde-se que nao haja interesse em todos os pontos do simplex, mas,
sim, em uma sub-regido contida no mesmo, denominada de regido de interesse, justamente por
explorar esta regido e verificar se ha outras misturas nas imediacfes das condi¢Ges habituais que
podem produzir um rendimento melhor do que esta sendo produzido (CORNELL, 2002).

Define-se 0 vetor xo = (xg1, X2, "+, Xoq)" O Centroide da regido elipsoidal de interesse, que
pode coincidir com o centroide do simplex e seja também h = (hy, hy, -+, hg)’, em que xo;
corresponde ao centro do intervalo de interesse para a combinacgdo i, e 2h; representa a extensao ou
amplitude do intervalo simétrico de interesse para a combinagdo i. Logo, no caso geral de g-
componentes, uma regido elipsoidal é expressa como:

q

N ;i"‘”)z <1- (@

i=1

O ponto (xg1, Xo2, "+, Xoq) €NCONtra-se, naturalmente, estritamente dentro do simplex e, por
conseguinte, a condi¢do x; + x, + -+ + x, = 1 é também forcada sobre x,;, que € xo; + xo, +
et xgq = 1.

Para a formulacdo de um conjunto de componentes de misturas a partir de variaveis que
formam um delineamento rotacional, o procedimento mencionado acima, proposto por Cornell
(2002), considera o delineamento dado por:

X =D,T\H+ [x}].(5)

Se o delineamento em W (W = [1 D,,]) € rotacional, a escolha adequada de T, , de T ortogonal,
pode ser usada sem afetar a variancia de predicdo da resposta em W, uma vez que a magnitude desta
variancia de predicdo é uma funcéo apenas da distancia a partir do centro do delineamento para onde
0 ponto w esta localizado e ndo uma funcdo de direcdo (CORNELL, 2002). A construcdo desse
delineamento X é verificada nos seguintes passos:
i)  Obtencéo da matriz D, :

Assumindo g — 1 variaveis, o delineamento composto central, com n, pontos centrais, a

matriz de delineamento resultante é dada por:
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- +c +c +c T
tc  *c tc D,
+c +c +c
-9 0 0
g 0 0

{0 -g 0 |D,
0 0 -9
0 0 g
0 0 0
: D;
0 0 0

A matriz D,, corresponde a uma combinacdo de delineamentos, de modo que as dimensdes
de cada delineamento sdo especificadas pelo nUmero de componentes g, pontos centrais n, e M =
2971 (CORNELL, 2002). Desta forma, obter-se-a a matriz D, de dimenséo (M x (q — 1)), D, de
dimensdo 2(q — 1) X (q — 1) e a matriz D53 de dimensdo n, X (q — 1). Pelas pautacGes ensejadas
anteriormente conclui-se que a dimensdo de D,, sera (M + 2(q — 1) + ny) X (q — 1).

A rotacionalidade é garantida por considerar g = Y/Mc,em que M = 297! e para 0
procedimento em questédo c € obtido da seguinte forma:

*

p
Jvga—1

c= ,sendo (7)

*

p* = min p; e p; especificado por:

1<isgq
1
1+ LI R 1,2 Eq h?
= Xoi |l —= T ——= , L= 1,4,,g,ea = .
Pi 0i hiz a_hiz q i=ll

Logo, p* é o raio da esfera maior, sendo essa caracterizada pela regido estendida de interesse no
espaco do delineamento (CORNELL, 2002).
i)  Obtencdo da matriz T, :
A matriz serd uma parti¢cdo da matriz ortogonal T = [T1 T, ] para obter a matriz T, sera
definido a quantidade
~ h’l
hi = ——,(8)

l
q 2
/ i=1 hi
que definira o vetor T, com dimensdo (g X 1), como segue:
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S SM

T, =E=[:Zl- 9

7]
Com essas especificagdes os elementos da matriz T , de dimenséo (¢ X q — 1), séo obtidos
da seguinte forma:

tizs = —hqh
_ tip=—hhy | B _
tin = —h; _ ty3 = —hyhy
t,, = hy ) B2 =—hahs t33 = —hyhy
21 — ) 2 2 .
. t:, = h h
ti1=0,l=3,4,”',q t32_011+>§ Ikt43:h%+h%+h§
i2 — ) .
ti3 = 0,l > 4,

Com essa formulacdo T'T = I, pois T devera ser ortogonal no contexto deste procedimento
(CORNELL, 2002).
i)  Obtencdo da matriz H :
A matriz H sera uma matriz diagonal formada pelos elementos do vetor h. Logo, a dimensao
da matriz serd q X q.
iv)  Obtencéo da matriz [xg] :
A matriz [xg] € uma matriz na qual suas linhas séo todas iguais e iguais ao vetor x; , sua
dimensdo serd (M + 2(q — 1) + ny) X q. Isto é:
Xo

[yl = || (10

Xo

Critérios de delineamentos 6timos

A partir da teoria de delineamentos 6timos é possivel planejar experimentos que proporcionem
a maxima informacdo a respeito de aspectos que se deseja investigar, cujo objetivo é garantir
planejamentos eficientes especificados a priori (ATKINSON; DONEV; TOBIAS, 2007).0s critérios
de otimalidade para delineamentos, segundo estes autores, sdo denotados por W{M (%)} e sdo funcdes
da matriz de informagdo X'X, ou de sua inversa, do delineamento & e influenciam as medidas de
precisdo das estimativas dos parametros do modelo ora assumido. Assim, um critério de classificacdo
que minimiza ¥ {(X'X)~'} é dito delineamento 6timo, como, por exemplo, 0 A-6timo e D-6timo.

D-6timo
Um delineamento D-6timo, segundo Atkinson, Donev e Tobias (2007), € definido por
P{(X'X)"1} =det X'X)"L.

Ou de forma equivalente por D =W {(X'X)"'} =det (X’X) =1"P,em que 1 é a média
geométrica dos autovalores de (X'X)~! e p € a quantidade de parametros a ser estimada no modelo
adotado (BOX; DRAPER, 2007). A matriz de variancias e covariancias dos parametros
desconhecidos do modelo assumido € proporcional assintoticamente ao inverso da matriz de
informacdo e visa minimizar o volume da regido de confianga multidimensional (elipsoide) do vetor
de estimativas desse vetor de parametros, tornando as regides de confianga com menores volumes.
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A-0timo

Um delineamento A-6timo, segundo Atkinson, Donev e Tobias (2007), € definido por

Y{X'X)) = tr (X'X)! = Z A, (11)

em que A; é cada autovalor de (X’'X)~1. Esse critério minimiza o traco da matriz de variancias e
covariancias, ou seja, minimiza a soma das variancias ou equivalentemente a variancia média (BOX;
DRAPER, 2007).

Um dos principais métodos a serem empregados na geracao de um delineamento A e D-6timo
é 0 método do tipo Exchange (TYAGI; SHUKLA; KULKARNI, 2016). Em sintese, esse método
consiste em gerar um delineamento inicial, de modo que a matriz de informacao seja nao singular e
utilizar algum procedimento iterativo, no qual os pesos inicialmente atribuidos sdo atualizados e
novos delineamentos sdo gerados e comparados atraves de uma funcdo aplicada a matriz de
informacédo X’X que caracterize o critério A ou D-6timo assumido (CUERVO; GOOS; SORENSEN,
2016).

Material e métodos

Apo0s a obtencdo de um conjunto de delineamento rotacionais que contemplam o efeito de
borda no segundo e terceiro, este em menor intensidade, componentes tendendo a fronteira do zero,
controlada em diferentes distancias, procedeu-se a obtencdo dos respectivos delineamento D-6timo e
A-6timo, por meio de algoritmos exchange. Com o0s objetivos propotos ajustando os modelos, foram
definidos os Modelos Lineares gneralizados, MLGs, com preditor n, (12), com termo inverso no
primeiro componente e o preditor ns (12) também com termos inversos no segundo e terceiro
componentes:

Na = B1X1 + BaXp + B3Xz + Bax1Xp + BsX1X3 + BeXoxs + foyxi? (12)

e

Ns = P1x1 + Baxy + Paxz + Pax1Xy + PsxiXs + Pexoxs + fogxit + Poyxzt + B_sxst  (13)

Dado u > 0, usou-se a fungéo de ligacdo canonica n = log u. E para gerar um vetor de valores

da distribuicdo de Poisson, com vetor de medias = u, serd considerada a funcdo u = e*'P Para
formar o preditor linear x'f, x' serd a matriz X;,; (matriz do delineamento acrescida dos termos
inversos) e 8 = (0,41; 0,99; 5,75; 0,02; 0,003; 0,0001) e, assim, a cada simulag&do um novo vetor
distinto de valores sera gerado. Segue o resumo na tabela 1.

Tabela 1 — Resumo dos cendrios avaliados no procedimento Monte Carlo.
Efeito de borda Modelo ajustado Delineamento usado

Rotacional
Presenca Poisson D-6timo
A-6timo

Rotacional
Auséncia (*) Poisson D-6timo
A-btimo

* Componente x; de mistura com a restri¢do, obrigatoria, x; < 0,05.

Para todos os cenarios (Tabela 1), foram realizadas 1.000 simulagdes, das quais se obteve a
distribuicdo empirica das Deviances por meio de rotinas computacionais elaboradas no software R
(R CORE TEAM, 2018).
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Resultados e discusséo

Os cenarios de resultados apresentados sequencialmente sdo provenientes dos ajustes de dois
modelos Poisson, considerando presenca e auséncia efeito de borda dos componentes de misturas nos
preditores , (12) ens (13), ressalvando-se que apenas os valores, sobretudo o segundo, do segundo
e terceiro componentes de misturas tenderam a fronteira do zero.

Assim, com a finalidade de analisar a influéncia do uso dos termos inversos, especificamente
nos componentes de misturas que tenderam a fronteira do zero sobre da precisdo das estimativas das
Deviances, oriundas do ajuste dos modelos Poisson, foram considerados os delineamentos
Rotacionais, A-6timos e D-6timos para 0 modelo linear normal, cujos resultados estdo evidenciados
nas Figuras 1 e 2.

Em relacédo a presenca do efeito de borda em parte dos componentes de misturas, Figura 1, os
resultados simulados evidenciaram que ao considerar o primeiro modelo Poisson, preditor n, (12),
houve diferencas no que tange a distribuicdo empirica descritiva das Deviances obtidas,
considerando-se os trés perfis caracteristicos de delineamentos. Observa-se menor dispersdo dos
valores das Deviances quando se compara o perfil caracteristico de ser D-6timo com o0s demais, assim
como assimetria dos dados nos trés cendrios de delineamentos avaliados. A mediana foi
aproximadamente igual ao A-6timo e D-6timo e levemente superior a do rotacional.

Ainda pela Figura 1, entretanto analisando o ajuste do segundo modelo Poisson, preditor
ns (13), percebeu-se nitidamente que houve diferencas significativas e relevantes acerca da dispersdo
da distribuicdo assimétrica das Deviances nos trés perfis de delineamentos avaliados.
Veementemente, constata-se que essa dispersdo foi regressiva e considerdvel entre os perfis
caracteristicos rotacionais, A-6timos e D-6timos, respectivamente.

No contexto de auséncia de efeito de borda nos componentes, Figura 2, ao ajustar o primeiro
modelo Poisson, preditor n, (12), pode-se perceber uma assimetria e menor dispersao dos valores
quando comparados os perfis caracteristicos dos delineamentos D-6timos com o rotacionais e A-
6timos, assim como a mediana tambeém foi inferior nesse delineamento. Ao se considerar o modelo
2, preditor ng (13), ainda pela Figura 2, percebe-se que as observacbes anteriores permanecem
praticamente inalteradas ao comparar o delineamento D-6timo com os demais.

Observa-se, também, que a presenca do efeito de borda impactou no surgimento de uma
parcela de valores para as Deviances que alterou, inclusive, a escala das Figuras 1 e 2.

Em sintese, é perceptivel empiricamente que o uso de pelo menos um dos termos inversos nos
componentes de mistura que tenderam a fronteira do zero nos preditores dos modelos, possuem alta
relevancia utilizando os delineamentos com a caracteristica de serem D-6timo e, em menor grau,
rotacional e o A-6timo para o modelo linear normal, respectivamente, ao analisar a precisdo das
deviances. E indiferente ao uso dos termos inversos nos componentes que tenderam a fronteira do
zero, havendo auséncia de efeito de borda nos componentes, isto em todos os perfis de delineamentos
estudados. Sendo assim, a performance do ajuste do modelo Poisson ao analisar as suas Deviances,
destacou-se positivamente ao considerar o delineamento D-6timo, possuindo, ainda, maior destaque
e superior robustez ao considerar o uso dos termos inversos em todos 0s componentes de misturas,
gue tenderam, ou n&o, na fronteira do zero.

Zhang et al. (2005) ao estudar a eficiéncia dos delineamentos D-0timos e A-0timo em
misturas, mostrou que o D-6timo tem alta eficiéncia em termos do A-otimalidade e vice-versa. Com
trés componentes, o D-6timo foi mais eficiente, ndo contrapondo o estudo realizado.
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Deviances

Figura 1 — Box-plot para comparacdo das Deviances no ajuste de 2 modelos de mistura Poisson,
utilizando as propriedades de Rotacionalidade, A-6timo e D-6timo para 0s modelos normais com
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Figura 2 — Box-plot para comparacdo das Deviances no ajuste de 2 modelos de mistura Poisson,
utilizando as propriedades de Rotacionalidade, A-6timo e D-6timo para 0s modelos normais com
auséncia de efeito de borda em parte dos componentes de misturas.

Conclusoes
A maior precisdo do modelo do Poisson ao analisar as suas Deviances ocorreu quando

utilizou-se os delineamentos D-6timos com a inclusdo dos termos inversos e parte dos componentes

de mistura estando na fronteira do zero.
Os delineamentos mais robustos na fronteira do zero dos componentes de misturas foram os

D-6timos.
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