Comparacao dos modelos continuo e discreto de Malthus e Verhulst

Tamara A. N. Anjos'!, Maria do Carmo P. Toledo?

L Graduada em Matemdtica Licenciatura, Universidade Federal de Lavras - UFLA.
2 Professora do Departamento de Ciéncias Exatas, Universidade Federal de Lavras - UFLA.

Resumo: Neste trabalho consideramos dois importantes modelos de dinamica populacional,
modelo de Malthus e modelo de Verhuslt, em suas versoes continua e discreta. Iniciamos en-
contrando a solucao geral e em sequida determinamos os pontos de equilibrio desses modelos e
sua estabilidade. Além disso, mostramos que ndao hd diferenca entre os pontos de equilibrio do
modelo de Malthus continuo e discreto e no modelo de Verhulst discreto acontecem dois tipos de
bifurcagoes que mao ocorrem mo continuo.
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Abstract: We consider two main models of population dynamics, model Verhuslt and Malthus,
in his continuous and discrete versions. We begin by finding the general solution and then deter-
mine the equilibrium points of these models and their stability. Furthermore, we show that there
s no difference between the equilibrium points of the model of continuous and discrete Malthus
and Verhulst model discrete two types of bifurcations occur that do not occur in the continuum.

Keywords: Difference equations, model of Malthus, Verhulst model, bifurcation.

Introducao

Em nosso dia-a-dia é comum fendémenos que evoluem no tempo. Alguns exemplos que podem
comprovar esse fato sdo: a reproducao das bactérias, juros simples, juros compostos, a taxa com
que um determinado remédio é extraido do corpo de uma pessoa, o crescimento da populacao,
etc. Notamos que o tempo t pode ser continuo ou discreto, por exemplo, no caso dos juros,
simples ou compostos, a varidvel t pode ser dias, meses ou anos, logo t é um inteiro positivo,
ja no crescimento da populagao o tempo é uma variavel pertencente aos reais positivos. Desse
modo, esta evolugao pode ser descrita por equacoes diferenciais, se o tempo é continuo, ou
equacoes de diferencas, se o tempo é medido em intervalos discretos.

Muitas espécies nao tem um aumento continuo de geragoes e o crescimento da populacao se
dé em passos discretos, por exemplo, elas se propagam em épocas determinadas do ano. Nesses
casos o crescimento populacional pode ser descrito de uma maneira mais precisa por um modelo
discreto, em vez de continuo.

Neste trabalho, o objetivo é reunir resultados, encontrados dispersos na literatura, que mos-
tram diferencas que podem ocorrer entre modelos populacionais continuos e discretos. Dois
desses modelos sao comparados, modelo populacional de Malthus e modelo populacional de Ve-
rhulst, em suas versoes continua e discreta, por meio de suas solugoes. No modelo de Verhulst
discreto acontecem dois tipos de bifurcacées que nao ocorrem na sua versao continua. Por outro
lado, nao ha diferenca entre a solucao do modelo de Malthus nas suas versoes continua e discreta.
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Estabilidade

Vamos considerar equacoes de diferencas do tipo

Yer1 = [ (ye), (1)

sendo f : R — R uma funcao linear ou nao.

Nas aplicagoes de equagoes de diferengas uma solucao representa alguma quantidade medida
em intervalos de tempos iguais. Uma solucao na qual os valores medidos nao mudam com o
tempo, isto é, yr11 = y4, para todo t € N, é chamada solugao constante.

Assim, podemos interpretar solucoes constantes de equagoes de diferencas como pontos fixos
de funcoes, também chamados de pontos de equilibrio.

Definigao. (Ponto de equilibrio) Um ponto y*, pertencente ao dominio de f, é ponto de
equilibrio da equacao (1) se f(y*) = y*.

Observemos que a defini¢do de ponto de equilibrio para a equacao de diferenca corresponde
a fazer % = 0, no caso continuo, em que dz—gt) = f(y(t)).
Para determinar a estabilidade do ponto de equilibrio apresentamos o teorema seguinte.

Definigao. Dizemos que o ponto de equilibrio y* de (1) é

1. Estavel se dado & > 0 existe 6 > 0 tal que |y — y*| < d = |f"(yo) — y*| < &, para todo
n € N.
Caso contrério dizemos que z* é instavel.

2. Repulsor se existem ¢ > 0 e ng € N tal que 0 < |yo — y*| < ¢ = [ (wo) — v*| >
|f™(yo) — y*|, para todo n > nyg.

3. Assintoticamente estavel se for estdavel e se existe § > 0 tal que |y —y*| < § = lim y, =
n—oo

*

Y.

Teorema. (Estabilidade do ponto de equilibrio) Sejam y* um ponto de equilibrio da equagao
(1) e f € C3. As seguintes afirmacdes sio verdadeiras.

1. Se |f'(y*)| < 1, entao y* é um ponto assintoticamente estével.

[\

. Se |f'(y*)| > 1, entdo y* é instdvel (repulsor).

3. Se f'(y*) =1, entao

(a) y* é instével se f”(y*) # 0.

(b) y* é instavel se f”(y*) =0e f"(y*) > 0.

(c) y* é assintoticamente estavel se f”(y*) =0e f"(y*) < 0.

B

. Se f'(y*) = —1, entao

(a) y* é assintoticamente estavel se —2f" (y*) — 3[f"(y*)]? < 0.
(b) y* é instavel se —2f"(y*) — 3[f"(y*)]* > 0.

A demonstracao deste teorema pode ser encontra em Luis (2006).
Uma outra definicao importante no estudo da estabilidade sdo os pontos periédicos.
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Definigao. (Pontos periédicos) Sejam a equagao (1) e b um ponto do dominio de f. Entao

1. b é um ponto periédico de f, ou da equagao (1), se existe um inteiro positivo k tal que
fk(b) = b. Portanto, um ponto é k—periddico, ou periédico de periodo k, se é um ponto
fixo de f*, ou seja, se é um ponto de equilibrio da equacéo de diferencas

Y1 = (Y1),

sendo g = f.
A érbita periédica de b, O(b) = {b, f(b), f2(b),..., fF=1(b)} é chamada um k—ciclo, ou
orbita periddica de periodo k.

2. b é um ponto eventualmente k—periédico se para algum inteiro positivo m, f™(b) é um
ponto k—periédico, ou seja, b é eventualmente k—periédico se f™*(b) = f™(b).

Para determinar a estabilidade dos pontos periédicos apresentamos o teorema seguinte.

Definigao. Seja b um ponto k—periddico de f. Entao b é

1. estédvel se é ponto fixo estavel de f¥;
2. assintoticamente estdvel se é um ponto fixo assintoticamente estavel de f*:

3. instavel se é um ponto fixo instével de fF.

Teorema. (Estabilidade dos pontos periddicos) Sejam f uma fungao continuamente dife-
renciavel e

O) = {b=yo,u1 = f(0),v2 = f*(0),-- - ys—1 = f* ' (20)}
um k—ciclo de f. Entao o k—ciclo O(b) é
1. assintoticamente estavel se | f'(yo)f (y1) .. [ (yp—1)| < 1;

2. instavel se | f'(yo)f' (y1) .- [ (yp—1)| > 1.

A demonstracao deste teorema pode ser encontra em Luis (2006).

Bifurcacao

Segundo Monteiro (2006) a ideia de bifurcacao estd intimamente ligada ao conceito de estabi-
lidade estrutural. Apresentamos aqui dois tipos de bifurcagdo de codimensado um (depende de
um parametro), a bifurcagao transcritica e bifurcagao flip ou de duplicagao de periodo, pois elas
aparecem no modelo de Verhuslst discreto.

Consideremos a equacao de diferencas

Yt+1 = fu(yt)7 (2)

sendo p € R um parametro e f : R — R.

Conforme o parametro p varia, a estabilidade dos pontos de equilibrio ou érbitas peridédicas
podem ser alteradas e a aparicao de uma nova solucdo em um determinado valor do parametro,
e consequentemente a troca de estabilidade, é chamada de bifurcacao.

A Dbifurcacao transcritica ocorre quando dois pontos de equilibrio existem para todos os
valores de um parametro, porém suas estabilidades sao trocadas quando o parametro passa por
um determinado valor, chamado valor critico.

A bifurcagao de duplicagdo de periodo acontece quando uma O6rbita de periodo n estavel
torna-se instavel no ponto de bifurcacao p = p., e surge uma nova 6rbita estavel de periodo 2n
para valores de p superiores a .
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Modelo de Malthus continuo

Segundo Bassanezzi (2002) a proposta de utilizagdo da matemética para estabelecer um
modelo para o crescimento de uma populagao humana comegou com o economista inglés T. R.
Malthus (An Essay on the Principle of Population, 1798). Malthus pensou em um modelo que
nao preveé fatores inibidores para o crescimento da populacao, dessa maneira, a populacao cresce
seguindo uma progressao geomeétrica.

O modelo de Malthus supoe que a variagao da populagao y é proporcional ao valor atual da
populagao, ou seja,

W vy ), Q

sendo r a taxa de crescimento ou declinio, dependendo se r > 0 ou r < 0.
A equagao (3) pode ser facilmente resolvida utilizando o método das equagoes separaveis,

dy
@
1dy =rdt
)
Inly| =rt+c
y =ce"

0

e dada uma condigao inicial y(0) = yp > 0, temos yo = ce’, ou seja, ¢ = yy. Portanto, a solugao

particular do modelo de Malthus é dada por,

rt
y(t) =yoe™.
Vamos, a seguir, encontrar os pontos de equilibrio, ou seja, solugoes constantes; elas podem
dy(t .
ser encontradas fazendo % = 0. Dessa maneira,
y* =0.

Vamos observar o que acontece com o comportamento assintético desse sistema. Notemos que

lim ype™ = +oo,s¢ >0
t——+o0

lim yoe =0,se 7 <O0.
t—-+o0

Dessa maneira, independentemente da condicao inicial yg, o sistema explode quando r > 0,
ou tende a y* = 0 se r < 0. Entao concluimos que, a solugao de equilibrio do modelo de Malthus
continuo é estavel para r < 0 e instdavel para r > 0. Quando variamos r podemos mudar a
estabilidade da solugao de equilibrio se r passar pelo valor critico r = 0.

O gréfico 1 apresenta a solugao geral para r > 0 e r < 0, respectivamente. Notemos que
os graficos confirmaram a estabilidade da solucao de equilibrio, a qual determinamos instavel
quando r > 0 e estavel quando r < 0.
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Figura 1: Solugoes Modelo de Malthus para r > 0 e r < 0, respectivamente

Modelo de Malthus discreto

Vamos agora obter a versao discreta do modelo de Malthus e usamos Ay para indicar a
variacao no valor de y e analogamente, /At representa a variacdo no valor de t.

% _ y(t + AAti — y(t) — T’y(t)
y(t + At) = y(t) + ry(t)At.

Vamos simplificar a equacao acima fazendo At = 1, entao

y(t+1) = y(t) +ry(t)
e fazendo =1+ e y(t) = y; temos

Yir1 = Y- (4)

A equagao (4) é o modelo populacional de Malthus em sua versao discreta. Faremos um
estudo andlogo ao que fizemos com o modelo em sua versao continua.
A solucgao da equagao de diferencas (4) pode ser facilmente encontrada por iteracao. Obtemos

Y1 = HYo
Y2 = py1 = 1Yo,
e, em geral,
ye = 1Yo (5)
Comecemos por encontrar o ponto de equilibrio,

*

wy* =y

e portanto
y" =0, (6)
estamos considerando p # 1, pois caso contrario r = 0.

Como f(y) = py, obsevemos que f'(y*) = p e pelo teorema estabilidade do ponto de
equilibrio, a solugao de equilibrio (6) é estével se |u| < 1, ou seja, —1 < p < 1 e instavel para
lp| > 1, ou seja, para p>1e pu < —1.

Seguem abaixo os graficos das solugoes para = 1.5 e = 0.8.
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Figura 2: Solugao do modelo de Malthus discreto para g = 1.5

Figura 3: Solucao do modelo de Malthus discreto para p = 0.8

Modelo de Verhulst continuo

O modelo de Verhulst, proposto pelo socidlogo belga P.F. Verhulst, ao contrario do modelo
de Malthus, prevé fatores inibidores no crescimento da populacao, dessa maneira, quando o
tempo cresce a populacao tende a um valor limite.

Segundo Boyce (2002) para levar em considerecao o fato de que a taxa de crescimento
depende, realmente , da populacao, vamos substtituir a constante r do modelo de Malthus por
uma funcao h(y) tal que

e h(y) =~ r > 0 quando y for pequeno;
e h(y) decresga quando y crescer;
e h(y) < 0 quando y for suficientemente grande.

A fungao mais simples que satisfaz essas propriedades é h(y) = r—ay, sendo a uma constante

Sigmae, Alfenas, v.1, n.1, p. 97-109. 2012.



Anjos e Toledo (2012) 103

positiva, entao

i =Wy
d@g) = (r — ay(t))y(t)

dy®) _ (1 - y(t)> y(t),

r
a

fazendo k = T, temos

dt k

essa equacao é conhecida como a equacao de Verhulst.
Com o intuito de facilitar nossa andlise dos pontos de equilibrio vamos fazer a seguinte
5 — Y
transformacao, = £,

dy(t) _ (1 _ y<t>> y(t) (7)

d(kz(t
A2 O) _ 1 () hat)
dt
e, portanto
dx(t)
e r(1— x(t))x(t). (8)
A equacao (8) pode ser facilmente resolvida dada uma condigao inicial x(0) = xo > 0. Segue
a solucao,
d
d—f =r(l—=z)z
1
—————dx =rdt,
(1—x)x

para solucionar [ ﬁdm, vamos utilizar fragoes parciais,

1 A B Az +B(1-x)

(l—x)x_l—x+x_ (1—x)z

e portanto B =1e¢ A = 1. Entao,

1 d:)::<1+i>d:v:rdt

(1—2)x 1—z
—In|l —z|+n|z| =rt+a
x
:cer‘t7
1—=z
— _Zg 3
sendo ¢ = T € assim,
€ _ Lo rt
1l—2x 1—uxg
Zo Zo
T+ ertx — ert
1 — X0 1 — X0
.’Eoert

r=—-
1 — xg + x0e™’

portanto a solucao particular do modelo de Verhulst continuo é,

x(t) = 0 9)

(1—xzp)e " +zo
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) - o dz(t
A seguir encontramos as solugoes de equilibrio fazendo ‘Z(t) =0,

re —ra? =0

1 =0 e x9 =1,

pois estamos considerando r # 0.
Agora, vamos observar o que acontece com o comportamento assintético dessa solugao. No-

temos que
Zo

tligloo (1 —xo)e Tt + xg =Lse r>0
lim 0 =0,se <0

t—+oo (1 — zg)e™"t + x

Dessa maneira, independentemente da condicao inicial g, quando r > 0 o sistema tende
para a solucao de equilibrio z3 = 1 e se r < 0 o sistema tende para a solucao de equilibrio
x1 = 0. Entao para r > 0, z;1 = 0 é instavel e xo = 1 é estavel e para r < 0, 1 = 0 é estavel e
x9 = 1 é instavel.

O gréfico 4 mostra as solucoes para r > 0 e r < 0, respectivamente.

S

w
w

t
[N
o

Figura 4: Solugoes Modelo de Verhulst para r > 0 e r < 0, respectivamente

Modelo de Verhulst discreto

Abaixo segue a obtengao da versao discreta do modelo de Verhulst, segundo Rizzo Jr.(2006)

oy_atson-u_ (1 u)

At At k
_ 2
y(t+AAti y(t) _ ry(t) — yk(t)
y2(t)

y(t+ At) = y(t) + ry(t) At — TTAt

Vamos simplificar essa igualdade para isso, tomaremos At =1 e y(t) = fz(t). A constante
0 serd determinada de modo a simplificar a igualdade. Dessa maneira obtemos
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i+ 1) =y(0) + ryft) -+
Ba(t + 1) = (r + 1)Ba(t) — TBQ“’”]:“).

Como S é uma constante arbitraria podemos defini-la de modo a simplificar ainda mais
a igualdade, para isto igualaremos os coeficientes, ou seja, (r +1)5 = %ﬁ? Entao obtemos

8= @ e assim

k(r+1)
—x(t+1) = 1 A
1) =+ )T A
z(t+1) = (r+ 1) (z(t) — 2%(t)).
Para finalizar a simplificagdo faremos r + 1 = p e voltaremos com a notagao de indice para
uma equacao de diferencas

Tep1 = plwy — 7) (10)
A equagao (10) é o modelo populacional de Verhulst em sua versao discreta. De maneira
andloga ao que fizemos no caso continuo, vamos encontrar os pontos de equilibrio

*

pat — (e =z
(p—1—=pxH)z*=0

1
r7=0exg=1——.

Agora pelo teorema estabilidade do ponto de equilibrio, vamos determinar quando os pontos
de equilibrio sao estaveis. Como f(z) = px (1 — ) temos que

f(x) = p—2pz.

(i)z7 =0

Temos que f'(z}) = f/(0) = p, entdo x] é assintoticamente estavel se |u| < 1, ou seja,
-l<p<l.

E instével se |[u| > 1, ouseja u>1e p < —1.

(i)ay =1—
Temos que

1
Fag) =n—20 (1)
o
= - + 27
e x5 ¢ assintoticamente estavel se
|—p+2/<lel<pu<i.
E instavel se

| —pu+2>1ep<loup>3.
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Figura 5: Digrama de bifurcacao

Portanto, no ponto p. = 1 ocorre uma birfurcagao transcritica. A Figura 5 mostra o diagrama
de bifurcacao.

Para p > 3 os dois pontos de equilibrio sao instaveis e surge uma érbita periédica de periodo
2. Para encontrarmos essa 6rbita precisamos determinar os pontos fixos de f?, ou seja, fazer

fz) ==,

12 () = p(er(1 - 2)(1 - (1 - 2)) = 2
125 — 130? + (B — 22 4 1P — Pt =
—pdat 4+ 202 — (0 + p)a?t 4+ (p? - Dz =0, (11)

A equagao (11) possui quatro raizes, sendo que duas s@o os pontos fixos de f, pois se f(z) = x
entdo f2(z) = f(z) = =, e as outras duas raizes formam a 6rbita periédica.

p—1 pr—p+1
m

Como 0 e ”T_l sao rafzes de (11) vamos dividi-la por z e z — £ = = , entao

—piat + 2030 — (1P + pP)a® + (0 - D
x
= a3 + 232 — (1B 4 P+ (p? — 1) = 0.

Dividindo por obtemos

pr—p+1
o
x4 202 — (p® + )z + (0P - 1)
pr—p+1
I

_ e+ 2% — (P 4 pP)r + (0 — 1)
pr—p+1

=0.

e portanto,

—p*2® + (1 + p)r — (n+1) =0,
Encontrando as raizes,

A=+ p)? = 4= (—pn—1)

=t — 2% — 3
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e assim,

—(p® + )T/t — 2% — 3

—2u2
()T (e + (e —3)
2p

9

portanto o ciclo de periodo 2 é formado pelos pontos

(p+1) —/(p+1)(u—3)
2p

Trog —

(kD +V(p+1DE—3)
24 ’
Esse 2—ciclo {xg,z1} existe para u > 3, jd que \/(u+ 1)(u — 3) € R se u > 3, porém, para
@ =3 temos g = x1.
Agora, vamos estudar a establidade dessa érbita de periodo 2 e pelo teorema estabilidade
dos pontos periddicos devemos calcular |f/(zo)f'(x1)].
Como f(x) = px(l —x) = pr — pa?, temos que

fl(x) = p—2px

Tr1 =

e portanto,
7'(xo) u—2u<<““> po 3)>=—1+\/<u+1><u—3>
f(a:l):u—m((“““ ;g*l)(“‘?’)):—l— EDIIED)

Entao,

|f'(zo) f/(z1)] = [[=1 + /(1 + 1) (ke = 3)][=1 = /(1 + 1) (1 — 3)]|
=1 = (p+1)(u—-3)|
=|—p*+2u+4].

(1) assintoticamente estavel

/(o) f'(21)] < 1 =] = p? +2p + 4] < 1
= ol< P 2ut+4<l

Vamos resolver —u? +2u +4 > —1, ou seja, —u? +2u +5 > 0,

—2ty/24

H= )

entao
pr=1+vV6 e ug=1-+6.

temos que —p?+2u+4 > —1 em (1—+/6,1++/6), pois o grafico de —u?+2u+5 é uma parabola
com concavidade para baixo (a < 0).
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Agora vamos resolver —u? +2u +4 < 1, ou seja, —pu’ + 2+ 3 < 0,

2716

H 9

entao
pnr =3 e pug=—1.
Entdo —p? +2u+4 < 1 em (—oo0,—1) U (3, +0c0). Portanto,
/(o) f'(z1)] < 1 =] = p® +2u+4 <1
=p € (=00, —1) U (3,+00)) N ((1 = V6,1 + V6))
—p € (3,1+V6),

pois estamos considerando p > 3.
Assim o 2—ciclo ¢ assintoticamente estdvel se p € (3,1 + 1/6).

(i) instével

| (xo) f (1) > 1 =] —p® +2u+4] >1
— 2+ 2u+5<0o0u —p?+2u+3>0.

Pelo que j4 fizemos acima temos que —u? +2u+3 > 0 quando p € (—1,3) e —p2+2u+5< 0
quando p € (—00,1 —/6) U (1 + /6, 4+00).

Como ja vimos que o 2—ciclo sé existe para u > 3 temos que ele é instavel para u €
(146, 400).

Portanto para u > 3 ocorre uma bifurcacao de duplicacao de periodo. Na Figura 6 temos o
diagrama de bifurcacao de duplicagao de periodo.

Figura 6: Digrama de bifurcagao

Conclusao

Com este trabalho ficou claro que as solu¢ées do Modelo de Malthus continuo e discreto nao
se diferenciam muito, ja no modelo de Verhulst discreto acontece bifurcagées o que nao ocorre
no continuo. Uma sugestao para um trabalho futuro seria estudar os tipos de bifurcacao que
podem acontecer em equagoes de diferencas como bifurcagao sela-né, bifurcacao de forquilha e
bifurcagdo de Neimark-Sacker.
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