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Resumo: O objetivo desse trabalho € divulgar a teoria de Calculo Fraciondrio. O texto contém
as principais definicdes e alguns resultados importantes para um primeiro estudo da teoria de
integrais e derivadas de ordem arbitrdria.
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Abstract: The objective of this paper is to promote the theory of Fractional Calculus. The
text contains the main definitions and some important results for a first study of the theory of
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Introducao

O Cdlculo Fracionario tem sua origem 1695 com uma discussao entre Leibniz e L’Hospital
tentando definir de que forma podemos derivar 1/2 uma funcao. Desde dessa época ilustres
matematicos como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, dentre outros, contribuiram para
o desenvolvimento dessa teoria que se preocupa em estudar integrais e derivadas de ordens ar-
bitrarias. Caputo (1969) propos uma nova defini¢cdo para a derivada de ordem fraciondria que
aplicou a problemas de viscoelasticidade e sismologia (CAPUTO, 1992). Lorenzo (1998) e Lo-
renzo e Hartley (2000) propuseram uma interpretagdo geométrica para a derivada fracionéria de
Griinwald-Letnikov que mostrou-se bastante eficiente para resolver problemas numéricos (CIE-
SIELSKI; LESZCZYNSKI, 2003).

A partir das defini¢oes introduzidas por Caputo e Griunwald-Letnikov é possivel modelar
diversos fenomenos naturais a partir do calculo fraciondrio, visto que o mesmo oferece uma
descricao mais fina que aquela feita a partir do calculo usual, tendo em vista que derivadas
fraciondrias proporcionam uma excelente descricao para efeitos de meméria e propriedades he-
reditarias de diversos materiais, como por exemplo, polimeros. Dentre as funcoes relacionadas ao
célculo fraciondrio, uma das mais importantes é a fungao de Mittag-Leffler (1903) que representa
uma generalizacao para a fungao exponencial e tem papel fundamental no estudo de equagoes di-
ferenciais de ordem nao-inteira. Importantes resultados e generalizacoes foram obtidos, através
do calculo fracionario, em diversas areas do conhecimento.
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Mainardi (1996) e Gorenflo e Mainardi (1997) resolveram quatro equagoes associadas a véarios
fendmenos fisicos substituindo derivadas de ordem inteira por derivadas de ordem nao-inteira
nas respectivas equacoes diferenciais associadas a estes fenomenos, dentre elas destacam-se as
equagoes diferenciais ordindrias associadas ao relaxamento e a oscilacao, e equagoes diferenciais
parciais associadas com difusao e propagacao de onda, todas elas discutidas em termos da meto-
dologia da transformada de Laplace. Caputo (1992) discutiu a equagao associada ao movimento
de um ponto oscilando livremente em um meio viscoso na versao fraciondria, isto é, trocando
o termo de viscosidade por uma derivada de ordem fraciondria. Orsingher e Beghin (2004)
estudam as equagoOes temporais fracionarias do telégrafo e processos envolvendo a equacao do
telégrafo com tempo browniano.

H& areas onde a utilizacdo do cédlculo fraciondrio é indispensdvel, como por exemplo, em
alguns sistemas de alta energia e na teoria dos fractais onde a derivada fraciondria tem outra
interpretagao, especialmente na modelagem de sistemas dinamicos e estruturas porosas. Chen
(2006) investiga a origem da difusao anémala, quando ha crescimento nao-linear da variancia no
decorrer do tempo, através da conjectura de duas hipdteses: invariancia fracionaria e equivaléncia
fractal, propoe um modelo utilizando o conceito de derivada de Hausdorff e discute o problema
de Cauchy associado & equagao de difusao anémala unidimensional. Wyss (2000) descreve uma
aplicacao do calculo fracionario em matematica financeira obtendo a solucao da equacao de
Black-Scholes utilizando a transformada de Laplace.

Embora o célculo fracionario tenha apresentado consideravel evolucao, algumas questoes
permanecem em aberto. Por exemplo, se é possivel obter uma interpretacao geométrica para a
derivada de ordem nao-inteira. Oldham e Spanier (1974) é talvez o principal texto no tema e
inclui intimeras aplicagoes. Podlubny (1999) é um texto completo e rigoroso sem deixar de ter
o enfoque bastante pratico. E no campos da equagoes diferenciais abstratas, os trabalhos de
Agarwal, Santos e Cuevas (2012), Andrade e Santos (2012), Santos, Cuevas e Andrade (2011)
e Santos e Cuevas (2012). A principal referéncia deste trabalho é o texto Camargo (2009),
primeiro escrito em portugueés a fazer um estudo completo e detalhado sobre integrais, derivadas
de ordens arbitrarias, equagoes diferenciais de ordem nao-inteira e suas aplicagoes.

Tendo em vista que o cdlculo fracionario é uma teoria recente e em desenvolvimento, que a
literatura em portugués referente a area ainda incipiente, o objetivo desse trabalho é dar um
visao geral deste campo de pesquisa bem como de seu potencial campo de aplicacao. O texto
contém as principais defini¢oes e alguns resultados de integrais e derivadas de ordem arbitréria.

Calculo Fracionario

Comegamos esta se¢ao introduzindo algumas defini¢oes e notagoes que serao usadas durante
a exposigao deste trabalho. Denotaremos por I'(-) a funcdo Gama e por B(-), a fungao Beta,
definidas respectivamente por

F(a):/ e Tz L,
0

1
B(a,p) = / (1 — z)ztda.
0
A fungao Gama possui algumas propriedades titeis para o célculo fracionario, em particular
destacamos a propriedade
MNa+1) =al(a).
Desta forma, a funcao Gama estende o fatorial, ou seja, em particular para n € IN
I'n+1)=mn!
As fungbes Beta e Gama se relacionam por meio da seguinte identidade
L(a)I'(8)

Bleb) =Tt )
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Denotaremos por .
(Fe9)®) = [ 1= o)y,
0

a convolucao incompleta entre as fungoes f,g : [0,00) — R, desde que esta expressao tenha
sentido.
A transformada de Laplace de uma fungao f : [0,00) — R é dada pela integral

F@)=£U%=/me*7@ﬂt

0
desde que a integral exista. A varidvel s é denominado parametro da transformada. A seguir
estao listadas algumas propriedades importantes da transformada de Laplace.

(i) Sabendo que £[f] = F(s) e £[g] = G(s) entao Llaf + bg] = aF(s) + bG(s).
(ii) Seja £[f] = F(s) entao £[e* f(t)] = F(s — a), para s > a.

() 8] = (~1)" T = F(s).

(iv) Seja f e f’ integréveis em [0,b], para todo b > 0, se f for de ordem exponencial, entao
existe £[f(t)] = sL[f] — f(0).
(v) Sejam f,g:[0,00) — R, temos que
LI(f * 9)(1)] = L[f1£[g)- (1)

Dada uma fungdo G se existe uma fungao g tal que G(s) = L[g(t)], ela serd denominada a
transformada inversa de Laplace de G e esta inversa serd denotada por L~[G(s)] = g(t).

Integral Fracionaria

Agora vamos introduzir uma motivagao para definigdo da Integral Fracionaria. Seja f :
I — R uma fun¢ao continua por partes no intervalo [0, c0) e integrével em todo subintervalo de
[0, 00). Denotaremos por J f(t) o seguinte operador integral

t
110 = [ s(s)as
e por
JEF() = (JJ ... D) f(t)
a composicao k vezes do operador J.

A seguir vamos introduzir a definicdo para o operador J%, a > 0.
Observe que

Jf(t) = JIf()
= / Jf(s)ds
0

= /Ot/o F(e)deds.

Por outro lado, utilizando o Teorema de Fubinni, obtemos

vy = [ [ st
= /Ot/:f(e)dsde

= [ s - e
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é facil ver que

rr = [ [ s -
- /t /tf(f)(s—ff)dsdé‘
- / 7= e
- [ f(f)%ds.

Usando o procedimento anterior sucessivamente obtemos a seguinte expressao integral para

o operador J" f
(t—s)™
y= [ = s

substituindo (n — 1)! = I'(n), podemos reescrever a expressao anterior da forma

" B t(t_s)nfl \ds
rpo= [

- b t — )" L (s)ds
= Fo = )

Como a expressao (2) continua bem definida para o > 0, este fato motiva a seguinte definigao.

Definicao 1 A integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « € definida pela integral

(o)) = F(la) /0 (t - )% f(s)ds. (3)

Exemplo 1 De acordo com a defini¢do € possivel calcular a integral de ordem arbitrdria o, por
exemplo, do monomio t*, com p > —1.

(T (4 1)

JHr = .
Mp+a+1)

c . S
De fato, fazendo uma mudanca de varidveis u = 7 obtemos

JUH = L /t 1 - f)C“_ls“ds
I'(a) Jo t
1 b 1
= —— [ t*7H (1 —w) " (tu)'tdu
vl AT )
S /l (1 — u)* Hrutdu
I'(a) Jo

tatn

1
= —u)* utdu.
=y, AT
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Usando a definigao da fungao Beta a integral acima pode ser escrita

a+p
JO = ;(Q)B(M +1,q)
T (p+ 1))
o) M'(p+ 14 )
t*TET (4 1)
Fp+a+1)

ta—l

T(a)

Considere a funcao ®,(t) = definida para todo t > 0. Fazendo o produto convolugao

com a funcao f obtemos
t
@arHE) = [ Balt—s)f()ds
0
t (t . S)afl
= ———f(s)ds
f, 1
= JUf(@).
Portanto a definicao de integral fraciondria pode ser interpretada como o produto de convolucao
entre as funcoes @, e f.
Utilizaremos o produto de convolugao, bem como as relagoes entre a funcao Beta e Gama

para demonstrar o proximo resultado que € a lei dos expoentes para integrais fracionarias. Essa
lei é muito importante para o desenvolvimento da Teoria do Célculo Fracionario.

Teorema 1 Sejam o, > 0 temos que J*JB = JB em particular vale a propriedade comu-
tativa J*JP = JBJe.

Demonstracao: Como ja vimos, temos que

(JOF)(E) = Palt) * f(1). (4)
Agora, vamos mostrar que
Do () * (I)g(t) = (I)a+ﬁ(t)'

De fato
t (¢ _ . a—1,p8-1
w2ty = [ —pa
- /tta_l(l‘?)“_lyﬁ‘ld
—Jo ) 1Y
Fazendo u = y7 temos
t
a—1 1
Palt) x Pslt) = 1“(2)1“(5)/0 (1 —u)* " (ut)’ ' tdu
a—1 1
= Far J, 00
_ ﬂ ! —u a—luﬁ_1 ol
= T, -

Com a mudanca de varidvel x = 1 — u, obtemos

a+pB-1 0
Bo(t) * (1) = W/l —22 (1 — 2)P\da
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Multiplicando e dividindo por I'(a + 3)

Do (t) * Pp(t)
. ta+6_lr(a+ﬁ) 1xa_1 . B—1 "
~ T(a+AL(@T(B) /o (1 =) de. (5)

Lembrando que a fungao Beta e substituindo em (5), temos que

taJrﬁ*l
(I)a(t) * Qﬂ(t) = F(Oz T 5)B(a,B)B(a”8)
tat+p—1
I'(a+p)

= Doy p(t). (6)
Portanto, de (4) e (6) e da propriedade associativa da convolu¢ao obtemos que
(TP = @alt) * J7f(2)
= Du(t) x Da(t) * f(1)
= Dayp(t) * f(1)
= (J)®).

Derivada Fracionaria Segundo Riemann-Liouville e Caputo

A definigao de derivada de ordem fracionaria de Riemann-Liouville é consequéncia direta do
Teorema Fundamental do Célculo. Sabemos desse Teorema que se f : [0,b] — R é uma fungao
continua, e se F': [0,b] — R é a fungao definida por

F(z) = /0 " f(yt,

entdo F é diferencidvel e F/ = f. Usando a notagao de integral fraciondria para (Jf)(x) =
Jy f(s)ds e a notagao (Df)(t) = f'(t) para o operador Derivada, temos entdo pelo Teorema
Fundamental do Célculo que (DJf)(t) = f(¢). E de forma geral, é facil ver por inducao finita
que para todo m € IN a relacao

(DI f)(E) = f(1), (7)

é verdadeira, em que D™ f = (DD ...D)f é a composigao m vezes do operador D ou a derivada
de ordem m de f. Cabe lembrar que o operador Derivada satisfaz a leis dos expoentes D™ D" f =
Dmnf,

Sejam m,n € N tal que m é o menor inteiro maior que n e f : [0,b] — R uma fungao continua
que admite derivadas até ordem n, usando a relagao (7) temos que

por outro lado aplicando o operador D™ em ambos os lados

como a integral fracionaria pode ser definida para nimeros nao inteiros a > 0, trocando n por
« na expressao acima obtemos

Do f =DmJme,

Portanto a discussao anterior motiva a seguinte definicao formal.
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Definigao 2 Seja 8 > 0 e n o menor inteiro maior que 3, assim a derivada fraciondria de
Riemann-Liouville de ordem B da funcdo f € definida por

D f(t) = D"J" P f(t)],

DAf(t) = C%; (t), se B =n.

O préximo Teorema nos diz como se comporta a composi¢ao a direita e a esquerda entre a
derivada e a integral fracionaria de Riemann-Liouville.

Teorema 2
DPJPf = f.

JBDB ﬁ—k’Dm—k’-i-lJm—,B Olien.
f=f@) ;M k+1 F(#)li=o
Demonstragao: De fato, no primeiro caso é facil ver que
DPJPf(t) = DI PIPf(t) = DI f(t) = f(1).

Por outro lado, note que

JADPF(t) = DA DP (1) % [F(Blﬂ) /O (t — $)PDP f(s)ds

Usando integracao por partes sucessivamente obtemos

71 t —S/B ’8 S)as
F(ﬁ+1)/o(t J D% f(s)d

t

- r</31+1>/0 (t—5)" D™ f(s)ds
= 1"(514_1) {(t _ S)ﬁDm_ljm_ﬂf(S)lg B ﬁ/ot(t B S),B—le—IJm—ﬁf(s)ds}
_ —;tﬂDm_lJm_Bf(tﬂ _ L /t(t B S),B—le—ljm—Bf(s)ds
RN CES)) =0T S
- ‘mﬁlmtﬁDm‘lJm‘ﬁfu)u:o

_1”(1/6’) {(t _ 3)5*1Dm’2Jm7’8f(s)]6 —(B-1) /Ot(t — S)ﬁQDmQJmﬁf(S)ds}
- ‘m/almtﬁDm‘lJm‘ﬁfu)\t—o - rfmtﬁ_le‘sz‘ﬂfuﬂt-o

1 t B—2mym—2 ym—_0

_M_Q)/O (t — 5)P~2D™ 278 f(5)ds

= Tt D Ol = gt D Ol

1
Fg+1-(m-1))

“ 1
_ tﬁkarlekamfﬁ Ol — J,BferlJmf,B t
ZIT(5+2—7€) f(®)le=0 f(®)

1
T(B+2— k)

t
t,BferlJmef(t)’t:O o F(ﬁ_lrn_'_l)/o (t o S)ﬁ*mjmfﬂf(s)ds

>
Il

=kt pm=k ym=B ¢(1)|,_o — Jf(t).

[
NE

b
Il

1
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Portanto

JDIf(t) = {Z lmtﬂ_Hle_kJm_ﬁf(t)lt:o - Jf(t)}

k=1

=

= E:HBJk+Uﬁ*Dm*“JW“ﬂwho—ﬂﬂ

1

>
Il

1

B—k mym—k+1 ym—p3 .
7“5_]{4_1)75 DML IEE E () =0 — f(1).

I
NE

b
Il

1

Agora vamos introduzir a definigdo de derivada de ordem fracionaria segundo Caputo.

Definicao 3 Tomando 8 > 0, n o menor inteiro maior que 3. Nestas condicdes, a derivada de
ordem B de f sequndo Caputo é definida da sequinte maneira

D f(z) = J"[D" 7 f(x)].

Com excecao do indice *, os indices tem o mesmo significado que na derivada fracionaria

segundo Riemann-Liouville e para § = n € N definimos Df = D™, ou seja

(n)
1B)/0t(f (s)ds n—1<p8<n.

t— g)ftl-n’

7f(t)7 B:n-

Observacao 1 Note que a defini¢do de Derivada Fraciondria sequndo Caputo € mais restritiva
que a definicdo de Riemann-Liouville uma vez que requer a integrabilidade da derivada de or-
dem n da funcao. Sempre que utilizarmos o operador Df serd considerado que esta hipdtese é
satisfeita.

Exemplo 2 A derivada de ordem [ sequndo Caputo da funcio f(x) =ax*, u > -1 epu#0 ¢é
(p+1) oh—B
T(p—p+1) )

Note que

D'zt = p(p—1)(p—2)...(p —n+1)z""
L(p+1)

I U R T
M(p—n+1)

Por outro lado,

Dlf(x) = J'P[D"f(x)]
P(p+1)
Mp—n+1)

_ F(/J’+ 1) n—pB —-n
Ta-ntn’ &7
Mp+1) I'(p—n+ 1)95“7’8
P(p—n+1)I(p—B+1)
P(p+1) LH—B
C(p—B+1)"

_ Jn—ﬁ p—n
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Observagao 2 A derivada sequndo Riemann-Liouville e Caputo se relacionam entre si da se-

guinte forma
m—1 tk_’B
DA f(t) = D f(1) +

Por outro lado,
DPf(t) = DPg(t) se, e somente se, f(t) )+ Z cith =,
comt>0em—1<f<m. Respectivamente e possivel provar que

DPf(t) = D2¢(t) se, e somente se, f(t) )+ Zc M

Para mais detalhes sobre as identidades acima, veja Gorenflo e Mainardi (1997).

Funcoes de Mittag-Leffer

Antes de passarmos as aplicagoes do calculo fracionario, veremos as funcoes de Mittag-Leffer,
importantes funcoes relacionadas ao calculo de ordem nao inteira.

Definicao 4 A funcdo de Mittag-Leffer de um parametro € dada por
) ok
- 1;0 T(ak+ 1)
comzx €R ex >0.

Note que, no caso em que o = 1, essa funcao pode ser descrita da seguinte forma

0o ok
kzr ZH:J
ncao

Dessa forma, podemos estender a funcao de Mittag-Leffer como uma generalizacao da funcao

exponencial.

Definicao 5 A funcdo de Mittag-Leffer de dois parametros é definida por

ZFak‘—I—B

k=0
comzeR ex >0.

A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrado em Diethelm (2010).

Teorema 3 A funcdo de Mittag-Leffer de dois parametros converge uniformemente para todo
x e C.

Observacao 3 Quando 8 =1, temos que

Ea’1 ($) = Ea(.%')
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Observagao 4 As funcgoes seno e cosseno hiperbdlicos sdo casos particulares da funcdo de
Mittag-Leffer.

Esq(x ZF2]{:+1 Z%:cosh(az)
k=0 k=0
De fato,
cosh(z) = c te
2
1|2k &K (—x)F
= X mtl T
k=0 k=0
L[Sk & (—1)kat
- RS
k=0 k=0
— 1[ Lot T Y e (1ma e DTy ]
T2 T Ty T Ty
1 o 2$2k e ZL’Qk )
- 2;:()(2’“)'_;:()F(2k+1) 21(27)

E de forma similar podemos mostrar que

E272(.T2) =

Transformada de Laplace da Derivada de Riemann-Liouville e Caputo

Comegamos esta secao com o seguinte Lema.

Lema 1 A transformada de Laplace da integral fraciondria é dada por L£[J* f] = s~*L[f].

a—1
Demonstragao: Seja @, (t) = o) a fungao definida anteriormente. Note que
e
oo tta—l
L[Py(t)] = —* dt
@] = [ e
1 syt
= — e ST dt.
F(04)/0
Fazendo u = st, obtemos
1 b w1t du
L[P,(t)] = i — Y
wa] = i (s [ et )
1 b
= lim (/ e“ualdu)
b—oo \ ['(a)s J
1
= I_‘ = —Ol'
[(a)s® () =

Por outro lado usando a propriedade (1) da transformada de Laplace do produto convolugao
obtemos
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LIf] = L[(@ax ()]
= L[0a(1)]L[f(1)]
= S—C“,Q[f],

Teorema 4 Seja f(t) = tﬂ_lEavﬁ(ato‘), a transformada de Laplace dessa fung¢do é dada por
5B

L)) =

Demonstragao: Pela definicdo de transformada de Laplace e pela convergéncia uniforme da
funcao de Mittag-Leffer temos que

s¢—a’

LtP B, p(at®)] = / e*sttﬁflEaﬁ(ata)dt
0

Utilizando a mudanca de variavel u = st, obtemos

0 k i~ k

> S — /Oo e~ Styftak—1g Z a /OO o UBM::ll du
— L(ak + B) Jo — L(ak + B) sbta s

o0 k [e'e] 1
— Z v / D T L Y p——
I'(ak + B) sPhtak

> aF 1
= Laeg)

k=0
00
ak
- Z gb+ak
k=0
- sBgak
k=0

1 <= dF
~ el
1 </ a\k
- 52 ()
k=0
pela convergéncia da série geométrica obtemos

1§:(a)k 11
Sﬁk—O s P11 — (&)

a
Sa
1 s¢
sP s —q
@B
s?P—a
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]
De forma aniloga, podemos mostrar.
Corolario 1 s
7 Eop(—at)| = S—.
£ ,B( a ) P +a
Portanto, pode-se definir
5B 5B
Definicao 6 A transformada de Laplace inversa das fungdes f(t) = eg(t) = —— sdo
B +a sB—a
58
—1 — tﬁ*lEa _ ta
‘8 [sﬁ—ka} ,/3( a )7
a—p
—1 S __4B-1 o
£ [35 — a] =t"""Ey gat®).
Teorema 5 A transformada de Laplace da Derivada de Caputo de ordem [ é dada por
m—1
eDf) = "F(s) = 3 fH(0)s",
k=0
em que L£[f] = F(s).
Demonstragao: Note que
eDIf(B)] = LI FB)]
= s "PeD™ (1))
m—1
= 5o (sms[f] -2 f<’“><0>sm““>
k=0
m—1
= $PL[f] =Y M(0)s
k=0
m—1
= "Ll - ) M) R
k=0
|

De forma semelhante podemos provar o seguinte Teorema

Teorema 6 A transformada de Laplace da Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville € dada
por

m—1
SDPf(t)] = s"F(s) = > DRI P f(0)sm 1 F,
k=0
em que L[f] = F(s).
Podemos assim definir

Definigcao 7

m—1
- [sﬁsm -3 f<’“><0>sf3—1—’“] = DIf(t),

k=0

m—1
gt [sBS[f] -y _ DpEymp f(O)sm_l_k] =D f(t).

k=0
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Aplicacao: Equacao do Relaxamento Fracionaria
A equacao do relaxamento fracionéria é descrita pela equagao
D%u(t) = —u(t) + q(t), (8)

com 0 < a < 1, para mais detalhes sobre essa equacao, veja Gorenflo e Mainardi (1997).
Encontraremos a solucao dessa equagao usando a metodologia da transformada de Laplace.
Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equagao (8) obtemos

LD%u(t)] = —Llu(t)] + Llg(@®)];
usando o Teorema 6 segue que
s*Llu(t)] — 5" u(0) = —Llu(t)] + La(t)],

portanto
disto segue que

e assim obtemos

Observe que

Sa—l
so‘1+ T=- <830‘ i 1> = — (8L [Ea(—t%)] — Ea(—t*)|i=0) = £ [CZEa(—ta))] ) (10)
substituindo (10) em (9) obtemos
Sfu(t] = L) | 5 Eal1%)] + £[Ea(~1)u(0)

logo pela propriedade (1) obtemos

Sfu(t] = 2 [gl0)  §Eal=) + $LEL(-#)]ul0).

Usando a transformada de Laplace inversa obtemos a solucao da equagao do relaxamento fra-
cionaria dada por

d

u(t) = /0 ot — ) Ba(—%)ds + Ba~1%)u(0).

em termos da fungao de ¢ e da fungao de Mittag-Leffer.
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