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Resumo: FEste trabalho trata de uma revisao de literatura, no qual sdo apresentados resultados
obtidos de um projeto de Iniciacao Cientifica em Andlise Funcional. Primeiramente, discutiu-se
sobre os conceitos de Espaco de Banach, Espaco Dual, Conjunto Nunca Denso, Conjunto de
Primeira Categoria e Conjunto de Sequnda Categoria. Com essas definicdes foi possivel enun-
citar e demonstrar o Teorema de Baire, juntamente com seus coroldrios, que serviram como base
para os dois Teoremas de Banach-Steinhauss, sendo o sequndo a reciproca do primeiro, com
0 acréscimo da hipdtese de X ser um FEspaco de Banach. FEstes dois teoremas, por sua vez,
s@o fundamentais para a demonstra¢do do Principio da Limitacao Uniforme aqui apresentada.
Utilizamos esse principio no sequinte resultado: em um Espaco de Banach X, onde uma fung¢do
f pertence ao Espago Dual de X, ou seja, X*, se a imagem direta de um conjunto, f(B), for
um conjunto limitado, entdo B também serd limitado.

Palavras-chave: Anilise Matemdtica, Espacos de Banach, Principio da Limitacao Uniforme,
Teorema de Banach-Steinhauss.

Abstract: This work deals with a literature review, in which are presented results obtained
from a project of Scientific Initiation of Functional Analysis. Firstly, it was discussed about the
concepts of Banach Space, Dual Space, Never Dense Set, First Category Set, Second Category
Set. With these definitions it was possible to enunciate and to demonstrate Baire’s Theorem
together with its corollaries, which constituted the basis for the two Banach-Steinhauss’ Theo-
rem, the second being the reciprocal of the first one, with addition of the hypotesis of X being a
Banach Space. These two theorems, in their turn, are fundamental to demonstrate the Principle
of Uniform Limitation presented here. We use this principle in the following result: in a Banach
Space X, where a function f belongs to Dual Space, that is, X*, if the direct image of a set,
f(B), is a limited set, then B will also be limited.

Keywords: Mathematical Analysis, Banach Spaces, Principle of Uniform Limitation, Banach-
Steinhauss Theorem.

Introducao

Este trabalho apresenta alguns resultados importantes de Andlise Funcional, com foco nas
aplicagoes do Teorema de Baire. Para a sua realizagao foram utilizadas as seguintes referéncias:
Huston e Pym (1980), Kreyszig (1978) e Munkres (2000). Primeiramente seguem algumas
definicoes e resultados necessarios, incluindo o Teorema de Baire, para que possamos utiliza-lo
para demonstrar o Principio da Limitacao Uniforme, e encerramos com uma aplicagao.
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Teorema de Baire

Para comecarmos as discussoes, a primeira indagacao ¢ sobre o que é um Espaco de Banach?
Um Espaco de Banach é um espaco vetorial normado completo em relagao a métrica induzida
pela norma. Uma das propriedades mais interessantes de espagos vetoriais normados é que
qualquer um destes pode ser imerso em um espago de Banach.

Outro conceito importante é o de Espago Dual, que denotamos por L(Y,K), sendo este
constituido de fungoes f : X — K continuas e lineares, em que Y é um espago vetorial normado
sobre o corpo K. Ressaltamos que o espago L(Y,K) é um Espago de Banach geralmente denotado
por Y*.

Além destes conceitos, também precisamos compreender quando um conjunto é Nunca Denso,
conceito essencial para definir conjuntos de 1% e 22 categoria. Assim:

Definicao 1 (Conjunto Nunca Denso) Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico. Di-

remos que um subconjunto A de X é nunca denso quando A= @.

Notemos que ao mudarmos o espago em que A estd, A pode permanecer ou nao nunca denso.

De fato, se A for nunca denso, temos que A = @.
Se A fechado, A = A. Dessa forma,

[

Logo, A é nunca denso. [ ]
Além disso, se Se A for nunca denso e B C A entao B também serd nunca denso.

De fato, se A é nunca denso, ou seja, que A = & e que B C A, entdo
BCcA=02.

Assim, B = @. Logo, B é nunca denso.
Outra caracterizagao de conjuntos nunca densos pode ser dada através do seguinte resultado:

Proposicao 1 Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico compacto e que A seja um

subconjunto de X. Entdo A serd nunca denso em X se, e somente se, X — A = X,

Demonstragao: Suponhamos que (X, p) seja um espaco métrico e que A C X.
Afirmacdo: X — X — A= A.
Assim, considerando B = A, provaremos que se B C X, entao

X-X-B=B8.
De fato,
(C) Podemos observar que X — B C X — B. Assim, temos que
X-X-BCcX—-(X—-B)=18B,

ou seja,
X-X-BCB.

Como X — B é fechado, entdao X — X — B é aberto. Portanto,

X_-X_BcB.
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(D) Notemos que X —BC X — B

Como X — B é fechado, entao

assim,

ou melhor,

Concluimos, entao, que
X - (X — B) = B,

ou, ainda, que

°

X-X-A=A (1)
Agora podemos facilmente demonstrar o que queremos.

(=) Como A é nunca denso em X, A=o.

Mas, por 1 temos que

Portanto,

S
I
S
|
N

(<) Suponhamos que X = X — A. Logo,

X-X-A=0,
mas, pela Equacao (1), temos que
A=a.
Concluimos, entao, que A é nunca denso em X. |

Agora podemos apresentar as devidas defini¢des de Conjunto de 1* e de 2? categoria para
que seja possivel demonstrar o teorema central de nosso trabalho: o Teorema de Baire.

Definicao 2 (Conjunto de 1* Categoria e Conjunto de 2® Categoria) Suponhamos que
(X, p) seja um espago métrico e que A seja um subconjunto de X. Diremos que A é de 1* Ca-
tegoria em (X, p) quando A for uma unido enumerdvel de conjuntos nunca densos. Quando A
nao for de 1% Categoria diremos que A é de 2* Categoria.

Algumas das consequéncias imediatas dessa defini¢ao sao:
e Se A for de 1* Categoria em (X, p) e B C A, entdao B sera de de 1* Categoria em (X, p).
oo
e Se {A,} for uma familia de conjuntos de 1* Categoria em (X, p), entao U A, sera de de
n=1
1¢ Categoria em (X, p).

Com isso, estamos em condicoes de apresentar o Teorema de Baire:

Teorema 1 (Teorema de Baire) Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo.
Se {A,} for uma familia de conjuntos abertos e densos de (X, p) entao

Ao x
n=1
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Demonstragao: Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo, e { A, } uma familia

de conjuntos abertos e densos. Defina F,, = X — A,,.
Afirmacgao 1: F,, é de 1° categoria.
De fato, como A, é denso em X, entao X — A, = @. Dali,

o
o

F,=X-A,=0= 2.

Portanto, F,, = @, entdo F}, é de 1 categoria.
Agora, seja A um subconjunto de X de 1% categoria em X tal que

o0
A=JF.,
n=1
Entao,
(o] o0 o0
X-A=X-|JF=(1X-F)=()4x
n=1 n=1 n=1

Afirmagao 2: X — A= X.

Notemos que X — F', é abertoe X — F,, = X, paran=1,2,..., entdao

o0

(X-F,) =X

—_

n—

mas F,, C F,, e, portanto

dai

assim,

e, portanto

Segue diretamente do Teorema de Baire que todo espago métrico completo é de 2% categoria

em X.

Coroléario 1 Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo. Entao X serd de 2%

categoria em X.
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Corolério 2 Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo e que A seja um sub-
conjunto fechado de X. Se A for de 1% categoria em X, entdo A serd nunca denso.

Demonstragao: Suponhamos que (Xp) seja um espago métrico completo, que A seja um
subconjunto fechado de X e que A seja um conjunto de 1% categoria em X.
Pela demonstracao do Teorema de Baire podemos dizer que

X-A=X.
Como A é fechado, entdo X — A = X e, por teorema, segue que A é nunca denso. [ ]

Coroléario 3 Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo e que A seja um sub-
conjunto de X. Se A for de 1% categoria em X, entdo

X-A=X.

Demonstragao: Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo, que A seja um
subconjunto de X e que A seja de 1% categoria em X. Logo

o0
A= F.,
n=1
em que f, é nunca denso paran =1,2,... Dai
oo (e e]
X-A=X-|JF=(1X-F). (4)
n=1 n=1
o0
Afirmacgao: ﬂ (X —-F,) =X.
n=1
Notemos que X — F), é aberto e X — F,, = X, paran = 1,2, ..., entdo, por teorema, segue que
o0 —
(X —F) =X ()

—_

3

mas F,, C F}, e, portanto

dai
U&x-F)cl)x-F),
n=1

assim, pela Equacao (5) temos que

assim,

e, portanto
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Aplicacao do Teorema de Baire

Nesta ultima secao, apresentamos o Teorema de Banach-Seinhauss(#1), sendo necessaria
uma hipdtese adicional para provar sua reciproca, enunciada como Teorema de Banach-Seinhauss
(#2). Também apresentamos o Principio da Limitagdo Uniforme utilizando esses primeiros
resultados e finalizamos com um exemplo de aplicagdo desse principio, no qual se tivermos um
espaco de Banach e uma funcao em seu espaco dual, se a imagem direta de um conjunto for
limitada teremos que este conjunto também sera limitado.

Iniciaremos com o Teorema de Banach-Steinhauss (#1) que garante que, sob determinadas
hipo6teses, se o conjunto de pontos onde uma funcgao é finita for de 2% categoria, essa funcao sera
finita.

Teorema 2 (Teorema de Banach-Steinhauss (#1)) Suponhamos que (X, | -|]) e (Y, -])
sejam espagos vetoriais normados e que T, € L (X,Y), com « € Q. Se

{r e X :sup{||Ta(z)] : € Q} < o0}

for de 2¢ Categoria entao
sup {|| 7o : o € 2} < 0.

Demonstragao: Primeiramente, observe que:

{z € X :sup{||Ta ()] : @ € Q} < o0} = U{xeX:sup{HTa(:p)H:aEQ}Sn}

n=1

Afirmagao: {z € X : sup{||T,, ()] : @ € Q} < n} é fechado.
Seja A, ={z € X :sup{||Th ()] : @ € Q} < n}.
Tomando z,, € A, tal que ||z, — z|| = 0, quando m — oo, vamos analisar se x € A,,.
Podemos afirmar que
ITaem) <,

para m = 1,2, ..., pois x,, € A,, dai,

[Ta(@)ll = |Ta(2) = Tal@m) + Ta(zm)||

e, pelo fato de T ser continua

ITa(@)] < [Tl — 2] + | Ta(zm)]
< | Talllz = @l + .

que, ao passarmos o limite quando m — oo, nos leva a
[Ta ()| < n,

para todo a € Q. Assim, sup {||To (z) || : @ € 2} < n, ou seja, x € A,,. Portanto, A,, é fechado.
Além disso, por hipdtese temos que

{z € X :sup{||Ta ()] : @ € Q} < 0}
é de 2% Categoria, assim
intA,, =int{x € X :sup{||Ta (z) | : a € Q} <m} # @,

para algum m.
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Tomemos B, (xg) C Ap, e seja x € X, com ||z]| < 1. Entao

ITa@] = [Tatre)]

1
=~ [ Ta(ra + zo) — Ta(zo)|

IN

1 1
Tare + o)l + ~ [ TaCoo)

IN

-m+ —-m
T T

2

-m

r

IN

para todo « € ). |
Agora, para garantir a validade de sua reciproca, precisaremos que X seja um espago de
Banach:

Teorema 3 (Teorema de Banach-Steinhauss (#2)) Suponhamos que X seja um espago de
Banach, que (Y, || - ||) seja um espago vetorial normado e que T, € L (X,Y), com a € Q. Se
sup {|| 7ol : @ € Q} < 00, entdo

{z € X :sup{[|T (2) [| : @ € 2} < o0}
serd de 2% Categoria.

Demonstragao: Tomando = € X, como T € £(X,Y), podemos afirmar que:
[T ()| < [ Tallllzl < M|z,

com « € €.
Em particular,
sup {||Ta(2)| : a € Q) < M|z|,

com zx € X.
Logo,
{z € X :sup{|[Ta(z)| : @ € Q} < o0} = X.

X é um espago completo e, portanto, é de 2% categoria.
Portanto, {x € X : sup {||Ta(2)| : @ € Q} < 00} é de 2* categoria. [ ]

O Principio da Limitacao Uniforme, dado no Teorema 4, utiliza as mesmas hipoteses do
Teorema 3 e garante que se o supremo de uma funcao, aplicada em um ponto do dominio, é
finita, entao a funcao é finita. Para a demonstracao desse principio os Teoremas 2 e 3 sdo
utilizados. E mais, esse principio é a base para a nossa aplicacao, realizada logo apds.

Teorema 4 (Principio da Limitagao Uniforme) Suponhamos que X seja um espago de
Banach, que (Y, -]|) seja um espaco vetorial normado e que T, € L£(X,Y), com a € Q.
Se sup {||Tw () || : @ € 2} < 00 entao sup {||Tn] : @ € 2} < 0.

Demonstragao: Se mostrarmos que
{sup{||Tn (z) | : @ € Q} < o0}

é de 2* categoria, pelo Teorema 2 provamos o que queremos. Como sup {||T, ()| : @ € Q} < o0,
com x € X, podemos dizer que

X ={zc X :sup{|Tu(z)]:acQ} <oo}.
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X é completo e, assim, de 2% categoria.
Portanto, {sup {||7w (z) || : @ € 2} < o0} é de 2? categoria.

Por fim, como consequéncia temos que a seguinte aplicacao:

Exemplo 1 Suponhamos que X seja um espago de Banach, que f € X* e que B C X. Se f (B)
for limitado entao B serd limitado.

Demonstracao: Para cada b € B, temos que

T,: X* —» K
[ = f)

Assim temos que, para cada T, € L(X*,K) que ||Tp|| = ||b]|. Além disso, para cada f € X*,
temos que [[Ty(f)[| = [ f(b)[|. Assim

sup {[|To ()] : b € B} = sup{[|f(b)]| : b € B} < o0
segue, pelo Principio da Limitagao Uniforme que sup {||T3|| : b € B} < oo, daf
sup {|[b]| : b € B} < o0,

donde segue que B é limitado. |
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