ISSN: 2317-0840

A Resolucgdo de Problemas e Sistemas Lineares: um estudo de caso no ensino
medio envolvendo um método de escalonamento simplificado

Edna Maura Zuffi

Professora do Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacéo da USP de Sao Carlos

Resumo: Neste artigo, apresenta-se um estudo de caso para o desenvolvimento do contetdo de
sistemas lineares, através da resolucé@o de problemas, em aulas de Matematica no Ensino Médio. A
relevancia do caso configurou-se devido aos ganhos de formagdo da professora e de seus alunos,
principalmente no que diz respeito aos aspectos metacognitivos envolvidos no processo. Também se
apresenta um método simplificado de escalonamento para a resolucéo e discussdo de sistemas de
equacdes lineares, o qual permite ao professor dar maior énfase aos processos de aprendizagem, ao
invés de focar em técnicas para tais resolucdes.
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Abstract: In this paper, one presents a case study of Mathematics teaching through problem solving, for the
development of the content of linear systems, in High School. The relevance of the case was due to the training
gains for the teacher and the development of her students, especially regarding the metacognitive aspects
involved in the process. A simplified method, instead of Gauss elimination or other similar ones, for solving
and discussing systems of linear equations is also presented, which allows the teacher to put more emphasis
on the learning processes, rather than on those techniques.
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1. Introducéao

Em 1750, o suico Gabriel Cramer (1704-1752) publicou sua teoria, hoje reconhecida no meio escolar
brasileiro como “Regra de Cramer’, 0 que fez com que os matematicos passassem a analisar sob novo angulo,
a resolucéo de sistemas lineares com iguais nimeros de equac@es e de incognitas e a discutir a consisténcia
dos mesmos, relacionando-a ao célculo de determinantes. (BOYER, 2003, p.297, 321). Com o teorema de
Rouché-Capelli (TOLOTTI, 2015), foi possivel estender esse estudo para sistemas lineares em que 0 numero
de equacOes se diferenciava do numero de incognitas. Mais tarde, 0 método de Gauss (1777-1855), ou do
escalonamento (POOLE, 2004), buscou 0 mesmo objetivo e varios outros métodos derivaram-se destes.

E notével se observar que, ainda hoje, muitas escolas brasileiras de Ensino Médio ensinam a resolugéo
de sistemas de equacOes lineares somente pelo Método de Cramer, 0 que gera muitas dificuldades para os
estudantes, através de uma abordagem de memorizagdo de procedimentos, sem a construcao de significados,
com o calculo de determinantes e com a limitacdo a situacfes e problemas em que este determinante é nao-
nulo, ou em que o nimero de incognitas € igual ao numero de equacdes, ndo dando abertura para explorar 0s
casos em que isso ndo acontece.
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Ja no final do século XX, com os estudos de doutorado desta autora para a temética do ensino de
fungdes no Ensino Médio (ZUFFI, 1999), constatou-se que esse importante contetido — fung@es - ndo trazia
uma abordagem com a resolucdo de problemas e nem para o desenvolvimento de uma linguagem matematica
mais formal, ainda que a Proposta Curricular no Estado de Sdo Paulo (Sdo Paulo, 1986) e os Parametros
Curriculares Nacionais (Brasil, 1999) recomendassem fortemente essas abordagens para esse nivel de ensino.
A época, a énfase dada para esse assunto ainda recaia sobre técnicas de célculos e pouco cuidado com
defini¢des e significados para a linguagem matematica.

A partir dessas experiéncias, foi proposto, no periodo de 2000 a 2005, um projeto™ em parceria com
uma escola publica na cidade de Séo Carlos, cujo ensino de Matemaética foi abordado através da metodologia
de Resolucdo de Problemas (RP), e cujos objetivos gerais eram proporcionar oportunidade de ingresso dos
alunos daquela escola nas universidades publicas da regido e a formacao de professores para essa metodologia,
gue era ainda desconhecida por eles.

O presente artigo tem, entdo, o proposito de apresentar um breve relato sobre os resultados desse
projeto e um processo alternativo sugerido para resolugdo de problemas que envolviam sistemas de equagdes
lineares, o método de triangulacao (ou escalonamento) simplificado, e que fornece, simultaneamente, o estudo
da consisténcia desse sistema e sua resolugéo.

Acredita-se gque, assim como no método de escalonamento de Gauss, esse processo cria um modelo
uniforme para o estudo da consisténcia de qualquer tipo de sistemas com m equacdes lineares e n incognitas,
sendo m e n quaisquer nimeros naturais ndo-nulos, com a vantagem de que os calculos nele envolvidos ocupam
menor espaco e de que, em geral, usa uma linha de raciocinio mais simples, sem necessidade de memorizagoes,
deixando aos estudantes um tempo maior para analisar questfes mais profundas a respeito dos problemas
envolvendo esses sistemas.

2. O projeto: resolugdo de problemas e tarefas intelectualmente exigentes

A metodologia de ensino através da Resolucdo de Problemas (RP)™, aqui proposta, consistiu em
apresentar aos estudantes do Ensino Médio, nos momentos anteriores & introducéo de um conceito matematico
desconhecido por eles, uma situagcdo-problema desafiadora, em que deveriam usar de todos 0s seus
conhecimentos prévios na tentativa de resolvé-la, através de discussdes em grupos de trés ou quatro alunos.
Apo6s um tempo dado para essas discussdes, o professor chamava a lousa as propostas que fossem alcangadas
até entdo e que eram relatadas (usando a lousa) pelos grupos correspondentes. Apds uma plenéaria de discussao
sobre esses resultados, o professor passava a conduzir uma sistematizacdo do novo conhecimento emergente,
gue depois seria usado para resolver o problema, caso isso nado tivesse sido possivel, ou entdo para elucidar
solugdes para novas situaces.

A seguir, destaca-se a situacdo-problema que foi passada para uma sala da segunda série do Ensino
Médio, na escola participante do projeto, antes de comegarem a estudar sobre sistemas de equaces lineares:

1) Uma crianga se interessa por comer apenas dois alimentos: sorvete e quindim. A mae, preocupada,
consultou um nutricionista e este lhe forneceu a seguinte tabela ... (Foram fornecidas quantidades de
proteinas e gorduras em cada porcéo de alimento e necessidades diérias desses nutrientes). Quantos
sorvetes e quantos quindins a criangca podera comer para atingir as necessidades basicas diarias
desses nutrientes? Com que quantidades a crianca estara ultrapassando essas necessidades? Quando
ela estard ingerindo proteinas e gorduras abaixo delas?

2) O problema acima é conhecido como “problema da dieta”. Considere agora um animal que precisa
de proteinas, gorduras, vitaminas e sais minerais equilibrados em sua dieta e que ele coma quatro
alimentos: leite, ovos, mamao e alface. (Forneceu-se outra tabela com as quantidades). Pergunta-se:
Quantas unidades ingerir de cada alimento, para se atingir as necessidades nutricionais diarias?
Analise o que significam as respostas encontradas.

A primeira parte foi colocada inicialmente e os alunos puderam discutir em grupos, por cerca de 20
minutos (alguns um pouco mais). A maior dificuldade enfrentada, nessa etapa, foi com a interpretacdo dos
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dados da tabela e a montagem de um sistema de duas equacdes e duas incdgnitas (2x2). Apoés isso, os alunos
relembraram do método de substitui¢do aprendido nas séries anteriores e puderam resolvé-lo. Mas o problema
também trouxe o desafio adicional de interpretarem as respostas obtidas. Com o apoio da professora, que ia
fazendo perguntas aproximativas durante as discussdes nos grupos, a maioria deles foi capaz de solucionar
essa parte.

Na sequéncia, foi-lhes apresentada a parte (2) da situacdo-problema e, com a experiéncia da
interpretacdo dos dados da tabela anterior, com poucas pistas da professora, a maioria dos grupos foi capaz de
montar rapidamente um sistema linear, agora com quatro equacdes e quatro incognitas (4x4). Imediatamente,
os alunos tentaram aplicar sua experiéncia prévia de isolar uma incognita e substituir nas outras equagdes, mas
isso se mostrou infrutifero. Ficaram por varios minutos tentando resolver por esse método, até que passaram a
solicitar da professora a ajuda para descobrirem como resolveriam esse sistema maior.

Isso evidenciou que o desafio proposto foi importante para desencadear a necessidade e a vontade de
buscarem novos conhecimentos acerca da resolucéo de sistemas lineares. A aula terminou com a discussao dos
grupos em uma rapida plenaria, mostrando que ndo conseguiram seu intento pelo método conhecido e a
professora passou, na aula seguinte, a sistematizar novos conhecimentos sobre 0 método de escalonamento (ou
triangulacdo) para a resolucédo de sistemas lineares de ordens quaisquer. Ap6s terem aprendido o método, os
alunos voltaram ao problema (2) e encontraram a solugdo. Porém, esta fornecia um valor negativo para o
consumo de um certo alimento. A professora parceira, na escola, havia feito essa resolugdo anteriormente aos
alunos e imediatamente procurou orientacdo para que os valores da tabela fossem alterados pela coordenacéo
do projeto, a fim de que isso ndo ocorresse. Porém, foi-lhe explicado que havia um propdsito pedagdgico na
obtencg&o desse resultado negativo, que era desafiar os alunos para interpretarem os resultados obtidos fora de
um padrdo esperado (0 consumo de cada alimento era esperado em quantidades maiores ou iguais a zero, como
geralmente acontecia nos problemas usuais das aulas de Matematica). Isto posto, a professora manteve os
dados e os alunos foram chamados a plenéria para interpretarem o que seria uma boa solucdo para esse
problema, ja que ndo era possivel ingerir uma quantidade negativa de alimentos.

2.1. Tarefas intelectualmente exigentes e metacognicao

Esta forma de abordar os problemas busca adequar-se ao que Gonzalez (1998) chama de tarefas
intelectualmente exigentes (TIE). Segundo este autor, estas sdo tarefas que propiciam um esforco racional e
gue ndo sdo realizadas com mero exercicio de meméria, nem usando esquemas algoritmicos mecanicos, nem
com a aplicagdo de receitas pré-concebidas; pelo contrario, devem encorajar 0 cumprimento de determinado
esforco intelectual. Sua solugdo implica em compreender os dados num problema, estabelecer relacdes, tomar
decisdes para resolvé-los, ser capaz de utilizar técnicas conhecidas e saber comunicar os resultados.

Gonzéalez (1998) considera que as habilidades cognitivas dos alunos se distinguem em dois niveis: um
de ordem inferior, envolvendo processos associados a codificagdo, armazenamento, recuperacdo e
processamento da informacdo, e 0s processos mentais de ordem superior (metacognitivos e auto-reguladores),
utilizados para planejar, permitir ou ativar, monitorar, avaliar e modificar os processos de nivel inferior. Estes
podem apoiar os estudos do desempenho humano em tarefas complexas.

A pratica repetida de TIE, segundo este autor, oferece maiores oportunidades para o exercicio desses
processos e isto sera uma experiéncia generalizavel e transferivel, quando se realizar uma série de tarefas desse
tipo e com a conscientizagdo do que foi feito.

Isto favorece, entdo, a metacognicdo, a qual ¢é estabelecida quando o executor toma consciéncia dos
seus objetivos, reconhece se hd mais de uma maneira de resolver tais tarefas, ou se ndo tem nenhuma, ou se
a maneira como sabe ndo € aplicavel, ou se foi considerada inadequada, ou ainda, quando identifica aspectos
da estratégia que favorecem ou blogueiam a solucéo, estabelece condi¢des para sua aplicabilidade, cria bases
para a generalizagdo e/ou transferéncia para outra situagéo.

Concordando com Gonzalez (1998), acredita-se que o desempenho em Matematica estd associado a
ativacdo de processos intelectuais de ordem superior, exigidos por tarefas desta disciplina (especialmente a
resolucdo de problemas ndo usuais aos alunos), e a conscientizacao de tais processos. Foi com esse intuito que
Se propuseram as atividades anteriormente citadas.
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Deve-se destacar que os estudantes que participaram desta etapa ja se encontravam no segundo ano do
referido projeto (ZUFFI, BARREIRO e MASCARENHAS, 2003) e haviam realizado varias experiéncias
anteriores com a RP, no sentido aqui apresentado (ZUFFI e ONUCHIC, 2007). Apesar das dificuldades com
gue se defrontaram ao iniciar a resolucdo das tarefas citadas, acredita-se que as praticas reiteradas com esse
tipo de atividade tenham Ihes proporcionado confianga para seguir com as tentativas e maior conscientizagdo
pela busca de conhecimentos prévios relaionados a esses problemas, estimulando-os em seus processos
reguladores e metacognitivos. Isto foi constatado pela filmagem e andlise de algumas falas e interven¢des dos
estudantes durante esses processos (REIS e ZUFFI, 2007).

3. O método de escalonamento simplificado

Nesta secdo, abre-se um paréntesis para discutir a proposta de um método de resolucdo de sistemas
lineares que se baseia no escalonamento (ou triangulacéo) proposto por Gauss, mas que foi simplificado a
partir de uma experiéncia da préatica pedagdgica de um professor de Matematica do Ensino Médio, e que foi
empregado por esse docente por cerca de vinte anos de sua carreira, e com o qual a autora deste trabalho teve
a oportunidade de estudar e aprender".

Definicdo 1. Diz-se que duas matrizes M e M” sdo equivalentes por linha se a matriz M” for obtida de M por
intermédio de uma série finita de transformacgdes chamadas operacdes elementares sobre linhas. Séo elas:

O1 — Troca de posicao de duas linhas entre si.

02 — Multiplicag&o de uma linha por um nimero real ndo nulo.

O3 — Soma de uma linha a outra, previamente multiplicada por um ndmero real.

Definicéo 2. Diz-se que uma matriz B estd na forma escalonada (denota-se por “Be”), se o nimero de zeros a
esquerda do primeiro elemento ndo nulo de cada linha aumenta, de uma linha para a seguinte, até que apareca,
eventualmente, apenas linhas nulas.

As matrizes abaixo estdo na forma escalonada:

o onN
oo o O
SR N O
oON = O

Dado um sistema linear com m equacg0es e n incognitas Xi, X, ..., Xn, do tipo:

a1X1 + agx, + -+ agpxy, = by
Ay X1 + AppXxy + -+ aypXxy, = b , . i .
At ez Zntn = T2 com aj;, bi nmeros reais, para i=1, ..., m e j=1,...,n,

Am1Xy + AmaXy + -+ QX = by
ele pode ser representado pela equagdo matricial: AX=B, onde:

a11 Q12 -+ Qin

a21 azz az , . . .
Amsn = " | é a matriz de coeficientes;

Am1 Am2 - Amn

X1 by
Xpx1 = 32 é a matriz de incognitas e B, = bf é a matriz dos termos independentes.
Xn by,
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O objetivo, aqui, sera aplicar a triangulacdo simplificada, que consiste em escalonar simultaneamente
as matrizes A e B. Para isto, deve-se seguir 0s seguintes passos:

(i) A matriz de coeficientes, aumentada com a matriz dos termos independentes (Ab), ocupara
um andar superior e devera estar ordenada por zeros a esquerda (obtendo-se Aob), usando-se a
operacdo elementar O1. Esta € a que sera escalonada (A e B simultaneamente, j& ordenadas por
zeros a esquerda). De preferéncia, colocar-se-80 os elementos da primeira coluna em ordem
crescente.

(if)  Usando as operacdes elementares O2 e O3, encontram-se as matrizes dos andares inferiores, num
processo de triangulacdo da matriz Aob, através de multiplicacdes cruzadas e subtracdes.

(iii) Ao primeiro elemento ndo nulo, da primeira linha de cada andar, a contar da esquerda para a
direita, da-se 0 nome de pivo e este serd colocado entre colchetes. O pivd nunca seré nulo.

(iv) Abaixo do piv0, ou a sua esquerda, nos andares inferiores, aparecem somente zeros.

(v) Cada andar tem sempre uma linha a menos que o andar imediatamente superior.

(vi) O processo de escalonamento termina quando, em um dos andares, aparece apenas uma linha de
elementos, nulos ou ndo, ou quando todos os elementos de um andar forem nulos.

(vii) Em todos os andares, as matrizes devem estar ordenadas por zeros a esquerda, para que o pedo
nunca seja nulo.

(viii) A primeira linha de cada andar ird compor a matriz aumentada escalonada (Aeb), obtida a
partir da matriz A aumentada da coluna de termos independentes, completando-a com as linhas
nulas do ultimo andar, se for o caso.

Todos esses procedimentos se justificam pelo fato de que um sistema linear ndo tem suas solugdes
alteradas mediante as operagdes O1, O2 e O3, assim como no método de escalonamento ou eliminacéo de
Gauss (POOLE, 2004, p.67-70).

A seguir, serdo apresentados alguns exemplos para ilustrar o método simplificado.

x+2y—z=5
Exemplo 1: resolver o sistema: 12x +y + 2z = 3
3x+3y+z=1

Matriz (1 2 -1
A=Ao 2 1 2 |3
3 3 1 1
0 [=3] 4 | —7 [111-2.2=3; [1].2-2.(-1)=4; [1].3-2.5= -7
0 -3 4 | —1% 199339=.3:[1].1-3.(-1)=4; [1].1-3.5= -14

0o 0 o | 21 [3]4-(-3).4=0;[-3].(-14)-(-3).(-7)=21

Matriz B

Observacdo: Nestas transformacdes foi usado o processo de multiplicagfes cruzadas com
subtrac0es. Por exemplo, a linha 4 é obtida por zerar a coluna abaixo do pivé (a;;a,; — ay;a,; = 0) e depois
multiplicar em cruz, subtraindo-se na diagonal secundéria: a;1a,, — az1a12 = —3; a11033 — Ax1a43 = 4;
aq10,4 — Az1a14 = —7. Emtermos das operagdes elementares, isso significa que se multiplica a segunda linha
pelo pivo da primeira (a:1) e a primeira linha pelo oposto do primeiro elemento da seguinte (—az1) e somam-se
os resultados. Como o pivd a1 ndo é nulo, isso fica bem posto. O mesmo raciocinio se aplica para a obtencéo
das linhas abaixo desta.

1 2 -1|5
Assim, obtem-se a matriz Aeb, conforme o item (viii): 0 -3 4/[-7
0 0 o0l21
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Vé-se que o sistema é inconsistente (ou incompativel), pois a ultima linha resulta na equacédo
0x+0y+0z=21. Voltando a Rouché-Capelli, pode-se visualizar com clareza em Ae, que a caracteristica p da

matriz dos coeficientes é 2 e a caracteristica g da matriz completa (aumentada) é 3 e, como p#q, 0 sistema é
inconsistente.

x—2y=-1
. . ) x+y+z=1
Exemplo 2: resolver o sistema: 2x—y+z=0

x+2y+2z=1

] -2 o | -1
1 1 1 1 1 -2 0—-1
2 -1 1 0 _0 3 1] 2
1 2 2 1 b= o S5

Y P e 0 0 olo
0 Bl 1 , [1].1-1.(-2)=3; [1].1-1.0=1; [1].1-L.(-1)=2
0 3 1 2 [11.(-1)-2.(-2)=3; [1].1-2.0=1; [1].0-2.(-1)=2
0 4 2 2 [1].2-1.(-2)=4; [1].2-1.0=2; [1].1-1.(-1)=2

p=q=n=3

6 0 o 0 [3].1-3.(1)=0; [3].2-3.2=0
0 0 2 —2 [3].2-4.(1)=2; [3].2-4.2=-2

Reordenando as duas ultimas equacdes, j& se tem a matriz escalonada Aeb aumentada, sendo a dltima
linha somente formada por zeros e, portanto, desprezivel. Assim, da Gltima linha significativa, vem: 2z =
—2 = z = —1. Pode-se escolher substituir este valor na 72 linha que representa o sistema no segundo bloco,
de onde vem: 4y + 2z =2 = 4y — 2 = 2 = y = 1. (Poder-se-ia usar, mais facilmente, a matriz completa
escalonada Aeb, na segunda linha, obtendo-se 0 mesmo valor. Isto foi feito para mostrar que as equagdes s&o
equivalentes). E tomando a equacéo da 12 linha do primeiro bloco, tem-se: x —2 = —1 = x = 1. Assim, a
solugdo do sistema seré a tripla ordenada (1, 1, -1).

x+2y—-3z=1

. ) x+y+z=3
Exemplo 3: resolver: 2x+3y—22=4
4x + 5y =10
M 2 -3 | 1 1 2 =31
1 1 1 3 _0 -1 4]2
2 3 -2 | 4 Aeb=14 o o0
4 5 o |10 o o olo
0 [-1] 4 | 2 & [1].1-1.2=-1; [1].1-1.(-3)=4; [1].3-1.1=2
0 -1 4 | 2 - - -
& [1].3-2.2=-1; [1].(-2)-2.(-3)=4; [1].4-2.1=2
o —3 1216 [1] (1].(-2)-2.(-3)=4; [1]
o5 & [11.5-4.(-2)=-3; [1].0-4.(-3)=12; [1].10-4.1=6
o o ol o & [-1].4-(-1).4(1)=0; [-1].2-(-1).2=0

< [-11.12-(-3).0=2; [-1].6- (-3).2=0
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Vé-se, em Ae, que p=0g=2 e n=3 e, portanto, tem-se um sistema consistente e indeterminado, com n-
p=1 variavel livre. Resolvendo-o, tem-se o conjunto solu¢do S = {(5 — 52,4z — 2,z)/ z éreal}.
Observacdo: através dos exemplos anteriores, nota-se que a caracteristica de uma matriz A se obtém
diretamente em seu escalonamento e é dada pelo nimero de linhas ndo-nulas de Ae. Sendo p a caracteristica
da matriz A dos coeficientes do sistema e q a caracteristica da respectiva matriz aumentada com os termos
independentes (Ab), tem-se: (i) se p=qg=n, o sistema sera consistente e determinado; (ii) se p=g <n (n = ndmero
de incdgnitas), o sistema sera consistente e indeterminado, com grau de liberdade n-p; (iii) se p#q, (aparecendo
uma linha que represente uma equacao inconsistente), o sistema serd também inconsistente.

iscuti i x 2 =b
Exemplo 4: Discutir o sistema, em fungéo de a e b: { x+y=
4x —ay = 12
[2] 1
b
oo ‘ 12

0 —2a—4 ‘ 24 — 4b [2].(-a)-4.1=-2a-4; [2].12-4.b=24-4b

Analisando as expresses, tem-se:
e Se —2a—4 =+ 0,o0useja, se a # —2, 0 sistema sera consistente e determinado, para qualquer
valor de b.
e Sea=—2eseb = 6,0sistema sera consistente e indeterminado e, neste caso, pode-se exibir
seu conjunto solucdo. No entanto, se b # 6, 0 termo independente ndo se anula e o sistema sera
inconsistente.

Convida-se o leitor a aplicar o método de triangulacdo simplificado para sistemas com maior nimero
de equacdes e incognitas, como os abaixo, a fim de verificar sua maior eficiéncia que o método de
escalonamento tradicional. Estes casos ndo foram aqui detalhados, pela restricdo de espago deste texto:

X+y+z+t=6 x+2y+z+t=3

2y +3z—t=1
(X tey+sz 2x+y—4z42t=0 3x—y+2z—-t=6
11T

2x —y+2z+2t=5
L<x+3y+z—3t=-2; Il
x+y+4z+2t=8
y+3z+t=1

2x+3y—-t=-1 2x—y+z—2t=3

4y +5z -2t =4 x—3y—-3t=0
3y+3z+t=9 2x+4y+2z+2t=6
2z—3t=-5 —Sy—z—4t=-3

Solugdes: 1) S. Inconsistente; 1) S={(1,0,2,3)}; 1) S={(3t,0,-4t+3,t)/ t é real}

4. Alguns resultados do estudo de caso

A segunda parte dos problemas envolvendo sistemas lineares, aqui apresentados, mostrou-se uma
novidade para os alunos, pois a interpretacdo gréfica de sistemas com duas equacdes e duas incognitas (2x2) e
também a necessidade de resolucdo de sistemas 4x4 foram tentadas por eles com grande dificuldade.
Entretanto, a busca por modelos prévios que Ihes permitissem prosseguir na atividade, apesar de ter-lhes gerado
frustracdo por ndo ser suficiente para chegar a solugdo do problema, foi importante na regulacdo da prépria
aprendizagem e para o desenvolvimento da metacognicéo.

Notou-se que 0s grupos trabalhavam em tempos distintos de resolugdo, mas houve o engajamento e
interesse de todos. Como essa experiéncia com tarefas intelectualmente exigentes ndo era desconhecida dos
estudantes, os quais ja haviam trabalhado com algo similar no ano anterior, houve menor nimero de problemas
com a aceitacdo do desafio de pensar criticamente (a desisténcia e a falta de interesse mostrou-se mais
frequente em alunos que estavam iniciando suas experiéncias com TIE).
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No final do ano letivo, foi aplicado um questionario aos estudantes que participaram do projeto nessa
sala e vinte (20), dentre trinta (30) participantes totais, responderam ter tido alto grau de satisfagdo com a
atividade.

Um outro resultado marcante neste estudo de caso de aplicacdo da RP refere-se ao desenvolvimento
profissional da professora colaboradora da escola parceira. Observando suas praticas no inicio do projeto e
depois, contatou-se que ela estabeleceu um novo contrato didatico (BROUSSEAU, 1988) em suas salas de
aula. De inicio, ela se mostrava ansiosa para fornecer as respostas rapidamente aos alunos, mas depois passou
a lhes dar tempo para se dedicarem sozinhos a resolucéo e a ndo fornecer respostas, mas ir aproximando-os da
solucdo com perguntas intermediarias, compreendendo que isto fazia parte de um processo de desenvolvimento
de raciocinio critico e autbnomo pelos estudantes. Também passou a perceber que 0 momento de chamada
para a socializacdo dos processos enfrentados pelos grupos, na resolucdo de um problema, era muito
importante, mesmo que nem todos tivessem alcancado o mesmo nivel de compreensdo para ele, pois
compartilhar as ideias diferentes suscitadas, conflitos e dificuldades era uma forma de construir e solidificar
mais significados junto aos alunos.

Salienta-se que um acompanhamento relativamente longo dos professores parceiros, com discussoes
e trocas de experiéncias, por cerca de trés anos, é que talvez tenha garantido o éxito deste projeto, pois nem
sempre uma formac&o ligeira a respeito da RP assegura uma mudanca real em seus métodos de ensino. Desta
forma, constatou-se reais alteracdes nas atitudes didaticas dos professores e em seu conhecimento pedagogico
do contetdo (SHULMAN, 1987). Depoimentos da professora que participou por mais tempo deste projeto
revelam que ela também admitiu ter tido uma ampliagdo de seu conhecimento do contetdo da disciplina
(SHULMAN, 1987), isto é, ela percebeu que o uso da RP a fez conhecer mais profundamente os conceitos,
resultados e propriedades da Matematica envolvida nas atividades propostas aos alunos, além de fazé-la
repensar sobre as formas de ensinar tais contetdos.

Quanto ao desenvolvimento dos alunos, a grande maioria apresentava dificuldades iniciais ao tentar
resolver os problemas propostos, mas a0 mesmo tempo, passou a ter grande envolvimento com sua prépria
aprendizagem. Em gral, ampliaram seus conhecimentos de Mateméatica com maior compreenséao, o que foi
atestado em depoimentos da professora, pais e avaliagbes comparativas durante o projeto (ZUFFI, BARREIRO
e MASCARENHAS, 2003). Com as observagdes e filmagens realizadas nas aulas que envolviam a RP,
constatou-se que foram capazes de levantar discussdes de alto nivel de sofisticacao.

5. Conclusodes

O método simplificado de triangulacédo de sistemas lineares foi aplicado em escolas do Ensino Médio,
pelo seu idealizador, por pelo menos vinte anos. No tocante a resolucéo e estudos de sistemas lineares, ele se
revelou objetivo e direto, permitindo uma linha uniforme e sistematica de conduta, que facilita a assimilagdo
por parte dos alunos. Ele permite uma visdo geral dos sistemas equivalentes que surgem naturalmente nos
“andares inferiores” do escalonamento, sem a necessidade de repeticao das linhas ja escalonadas, o que
propicia menor incidéncia de erros. Além disso, mostra-se vantajoso em relagdo aos demais pela reducéo do
nimero de calculos e passos na escrita, que se acentua a medida em que 0s sistemas se tornam mais
sofisticados, isto €, com maior nimero de equagdes e/ou incognitas. A simplificagdo aqui apresentada também
se mostrou muito efetiva para a discussdo de sistemas lineares com termos literais, agilizando, assim, o0s
processos de calculos em todas as ocasides.

Espera-se, com este artigo, que outros professores possam usufruir dessa abordagem pedagdgica no
estudo de sistemas de equagdes lineares, tanto no que diz respeito & metodologia de ensino deste contetdo
através da resolucdo de problemas, quanto com a utilizagdo do método de triangulagdo simplificado,
propiciando maior rapidez aos seus alunos, ganhando tempo para estimula-los a refletir mais sobre problemas
que envolvam tais sistemas, num enfoque mais aprofundado e significativo desse topico.
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