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Resumo: Este trabalho apresenta uma introdução sobre modelos de cópulas, especificamente as 

cópulas empíricas e semi-empíricas, dedicando a avaliar as vantagens e desvantagens de se adotar 

cópulas empíricas, baseadas em distribuições marginais não-paramétricas das variáveis envolvidas, 

e as semi-empíricas que recorrem a ajustes paramétricos para as distribuições marginais. Simulando 

dados de variáveis dependentes linear e não-linear, assim como variáveis independentes que seguem 

distribuições exponenciais, ilustram-se as semelhanças entre estas alternativas de modelagem de 

cópulas.  Evidencia-se a partir do estudo, os bons resultados da cópula empírica em relação à semi-

empírica, bem como a necessidade de estudos mais profundos sobre as contribuições dos modelos de 

cópulas. 
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Abstract: This paper provides an introduction to copulas models, specifically the empirical  and 

semi-empirical copulas, dedicated to evaluate the advantages and disadvantages of adopting 

empirical copulas, based on nonparametric marginal distributions of the involved variables, and the 

semiempirical which resort to parametric adjustments for the marginals distributions. Simulation 

data from linear and non-linear dependent variables, as well as independent variables that follow 

exponential distributions, illustrate the similarities between these alternatives of copulas models. It is 

evident from the study, the good results of the empirical copula in relation to the semi-empirical, as 

well as the need for more in-depth studies on the contributions of copulas models. 
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Introdução 
 

Os modelos de Cópulas são uma ferramenta aplicável na modelagem multivariada 

onde o estudo da dependência é evidente (MARCHI, 2008). Tais modelos são destaques na 

literatura devido a sua variabilidade de estruturas de dependência (OLIVEIRA, 2013b; 

VIOLA, 2009). O conceito de cópulas foi introduzido por Sklar (1959) apud Nelsen (2006) e 

frisa que a distribuição conjunta de um conjunto de variáveis pode ser função das 

distribuições marginais destas variáveis. Em outras palavras, a função cópula une funções de 

distribuição marginais em uma distribuição conjunta, sendo desta forma possível modelar uma 

estrutura de dependência das próprias variáveis envolvidas fazendo uso das respectivas 

distribuições marginais (LEAL, 2013; OLIVEIRA, 2013a; OLIVEIRA, 2016a). 
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 Muitas são as famílias de cópulas a serem adotadas para modelar a dependência 

entre variáveis, desde as empíricas até as diversas alternativas paramétricas e semi-

paramétricas (AZAM, 2013). A título de ilustração, Kao e Govindaraju (2010) abordam o 

problema de secas causadoras de prejuízos a agricultores norte-americanos. Os autores 

propõem, a partir de uma cópula empírica, implementar um algoritmo capaz de modelar o 

estado geral da seca por meio de cópulas. Eles afirmam o papel importante que as cópulas 

desempenham na análise de secas. No trabalho de Marchant et al. (2011) é abordado o 

problema de previsão de variação das propriedades do solo, possibilitando auxiliar os 

políticos e gestores ambientais. Neste estudo, os autores recorreram a cópula Gaussiana, 

demonstrando que o modelo Gaussiano não foi apropriado para representar o problema. 

Apesar disso, os autores mencionaram que metodologias baseadas em cópulas podem ser 

capazes de representar mais características gerais do solo e, assim, aprimorar previsões. Já 

Grimaldi e Serinaldi (2006) presentam uma análise estatística multivariada sobre inundação. 

Utilizam cópulas paramétricas da classe Arquimedianas para estudar a distribuição conjunta 

de três variáveis especificas: o volume, o pico e a duração de inundações. Os autores declaram 

parecer condição rigorosa utilizar distribuições marginais de mesma família para todas as 

variáveis analisadas.  
Cópulas são funções que relacionam duas ou mais distribuições marginais de forma a 

construir uma distribuição conjunta (GENEST, 2007; SABINO DA SILVA, 2017). A 

vantagem deste formalismo é que o analista pode se dedicar, em um primeiro momento, ao 

ajuste da distribuição marginal de cada variável e, apenas em seguida, modelar a dependência 

entre estas variáveis (OLIVEIRA, 2013b). O presente trabalho presta-se a revisar as 

alternativas de inferência propostas pela literatura de cópulas e as implicações práticas de 

algumas de suas propriedades. A partir de casos de estudo baseados em simulações, o artigo 

ilustra porque recorrer a marginais não-paramétricas mostra-se ao menos tão interessante 

quanto às paramétricas durante a etapa de inferência sobre os parâmetros de dependência da 

cópula, devido a propriedade de invariância da cópula a transformações monótonas sobre as 

variáveis. Destacando o fato de que qualquer variável contínua pode ser transformada em uma 

uniforme no intervalo [0,1] a partir da sua distribuição acumulada marginal, cópulas podem 

ser usadas para fornecer uma estrutura de dependência multivariada separadamente das 

distribuições marginais (YAN, 2007; YAN, 2010). Como reflexo dessa propriedade de 

invariância, será ilustrada a capacidade de cópulas para modelar apenas a tendência da 

dependência entre duas variáveis (se positiva ou negativa), negligenciando aspectos mais 

específicos da forma funcional de tal dependência (se linear ou não-linear). 

 O artigo está dividido tal como segue. Na próxima seção, conceitos básicos de 

cópulas são introduzidos, assim como as alternativas difundidas pela literatura para 

inferência sobre os parâmetros da família de cópulas adotada. Em seguida, na seção 3, 

resultados e discussões baseados em casos de estudo gerados via simulação são apresentados. 

O artigo apresenta suas conclusões na seção 4. 

 

 

Material e Métodos 
 

Cópulas 

 

Cópulas são funções que medem a dependência entre variáveis (GENEST, 2007; 

OLIVEIRA, 2018). Mais especificamente na modelagem estatística, considerando um vetor 
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envolvendo k variáveis aleatórias, X=(X1,...,Xj,...,Xk), uma cópula C(∙) é uma função de 

distribuição acumulada conjunta que opera sobre as distribuições acumuladas marginais das 

variáveis em X, V=(V1,...,Vj,...,Vk),  onde para uma dada instância de X, x=(x1,...,xj,...,xk),  

 

vj=P(Xj≤xj), j=1,2,...,k, (1) 

 

e C(V1≤v1,...,Vj≤vj,...,Vk≤vk) é a cópula. As distribuições marginais da C(∙) são uniformes no 

intervalo [0,1] e sua imagem é o intervalo [0,1]. 

O conceito de cópulas surgiu quando Sklar (1959) apud Nelsen (2006) percebeu que a 

função de distribuição acumulada conjunta FX(x1,...,xj,...,xk) para qualquer conjunto de 

variáveis aleatórias X pode ser escrita da seguinte forma: 

 

FX(x1,...,xj,...,xk) = C(v1,...,vj...,vk), (2) 

 

onde, v=(v1,...,vj,...,vk), dados pela Eq. (1), são instâncias das distribuições acumuladas 

marginais das variáveis em X no ponto x=(x1,...,xj,...,xk). A Eq. (2) acima trata-se do teorema 

de Sklar, que fundamenta cópulas e, de forma geral, afirma que:  

 

Teorema 1 Seja X=(X1,...,Xj,...,Xk) um vetor de variáveis aleatórias com função de 

distribuição acumulada conjunta F e acumuladas das marginais )( jX xF
j

, j=1,2,...,k. Então a 

cópula C é uma função acumulada k-dimensional, sendo escrita da seguinte forma: 

 

FX(x1,x2,...,xk)= ))(),...,(),...,(( 11 kXjXX xFxFxFC
kj

, (3) 

 

de forma que se )(),...,(),...,( 11 kXjXX xFxFxF
kj

  forem contínuos então C é única. ■ 

 

Considerando vj como na Eq. (1), se tem do teorema 1 e das igualdades (2) e (3), que 

 

 kkk vVvVPvvC  ,...,),...,( 111 . (4) 

 

Sobre a função de densidade de probabilidade conjunta de X, pX(x1,...,xj,...,xk), pode-se 

demonstrar que: 

 

pX  
 

      








k

j

jXkXX

k

k

k

k xpxFxFc
xx

xxF
xx

jk

1

1

1

1
1 ,...,

...

,...,
,...,

1

X , (5) 

 

onde  jX xp
j

 é a função de densidade de probabilidade marginal de Xj e a função c(∙) 

representa a densidade de probabilidade de cópula: 
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Assim, a densidade de cópula é também a função densidade de probabilidade conjunta para as 

variáveis de V. 
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 Como destacado anteriormente, há diversas famílias paramétricas de cópulas a serem 

consideradas do lado direito da Eq. (4). A título de ilustração, a cópula C(∙) é dita 

Arquimediana se admite a representação, 

 )(φ...)(φφ),...,( 1

1

1 kk vvvvC   , (7) 

 

onde φ(t) é conhecida como a função geradora da cópula com inversa φ-1(t) se φ(0) = ∞ 

(NELSEN, 2006).  

A classe das cópulas Arquimedianas abrange uma grande variedade de estruturas de 

dependência. Em particular, as cópulas Arquimedianas podem assumir dependência caudal 

assimétrica, sendo uma propriedade a favor de sua aplicação à modelagem de dados com 

estrutura de dependência assimétrica (OLIVEIRA, 2013ª). Quando a função geradora é dada 

por 

   θlnφ tt  ,  θ ≥ 1,  (8) 
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1 expφ tt  e a Eq. (7) resulta na chamada cópula de Gumbel-Hougaard (SILVA 

FILHO, 2013). Neste caso, a distribuição acumulada conjunta é dada por 
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onde vj é dado pela Eq. (1).   

Na cópula de Gumbel-Hougaard (GENEST, 2007; OLIVEIRA, 2013b; OLIVIERA, 

2016a; OLIVEIRA, 2016b), o grau de dependência entre as variáveis em X é medido 

unicamente a partir do parâmetro θ. Para θ =1 obtêm-se a cópula de marginais independentes 

e se θ → ∞ obtêm-se a cópula dedicada à dependência perfeita positiva. Desta forma, a cópula 

de Gumbel-Hougaard permite modelar desde situações de independência até de dependência 

perfeita positiva. Ela trata de uma cópula de valores extremos e apresenta dependência na 

cauda superior (EUGÊNIO FILHO, 2017; LEAL, 2013). 

Por outro lado, é também possível se trabalhar com cópulas empíricas. As cópulas 

empíricas são baseadas no conjunto de n amostras (instâncias) independentes do vetor X 

disponíveis. Nelas, C(∙) é aproximada pela distribuição não paramétrica Cn(∙): 
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onde 1(A) denota a função indicadora do conjunto A, xi,j representa a i-ésima observação da 

variável j e Rj(xi,j) a posição (ordem ou ranking) do valor xi,j quando as observações da 

variável Xj são postas em ordem crescente. Um dos principais argumentos em favor da cópula 

apresentada na Eq. (10) reside na sua simplicidade e propriedades de convergência. À medida 

que n cresce, o estimador Cn(v1,...,vk) tende a uma distribuição normal com média C(v1,...,vk) 
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(GENEST, 2007). Das equações (9) e (10), podem-se destacar alternativas de modelagem de 

cópulas tanto paramétricas quanto empíricas (não-paramétricas). 

De modo a simbolizar o funcionamento da cópula empírica baseada em ordem 

(ranking), foram elaboradas duas tabelas com dados fictícios. A Tabela 1 apresenta instâncias 

de duas variáveis X1 e X2, os vetores xi=( , ) (com i=1, 2, ..., n=5). A Tabela 2 mostra os 

rankings associados aos elementos de xi. Desta forma, Rj( ), (j=1,2), representará a ordem 

de  quando as instâncias da variável X1, forem ordenadas crescentemente. Pode-se observar 

que o menor valor apresentado pelas instâncias de X1 é = 0.0765, logo R1( ) = 1, ou seja, 

a menor ordem possível (dado que R1 representa os rankings das instâncias da variável X1 e R2 

de X2). O maior valor em X1 é =0.876, logo R1( )=5 (o número que representa a maior 

ordem para X1). Os demais casos seguem o mesmo raciocínio. 

 

Tabela 1. Dados fictícios das variáveis X1 e X2 para ilustração do funcionamento do ranking 

das cópulas empíricas. 

I 1 2 3 4 5 

xi,1 0.0765 0.876 0.161 0.210 0.428 

xi,2 2.729 0.200 0.548 0.246 0.551 

 

Tabela 2. Ranking fictício gerado a partir das variáveis X e Y. 

I 1 2 3 4 5 

R1(xi,1) 1 5 2 3 4 

R2(xi,2) 5 1 3 2 4 

 

Outra consequência muito importante de cópulas reside no fato de que se Yj = ρ(Xj) é 

uma função monótona crescente de Xj, então 

 

FX     kk vvCxx ,...,,..., 11  FY (y1,... ,yk). (11) 

 

 Em palavras, esta consequência implica no fato de que cópulas são capazes apenas de 

modelar a tendência da dependência entre duas ou mais variáveis (se positiva ou negativa), 

negligenciando aspectos mais específicos da forma funcional de tal dependência (GENEST, 

2007). Assim, para duas variáveis X1 e X2, seja X2 = X1 ou X2 = X1
2, a cópula associando 

ambas as variáveis será a mesma. Esta propriedade de cópulas será ilustrada no presente 

trabalho através de vários casos de estudo baseados em simulações. Além disso, será estudada 

a influência da estrutura das distribuições acumuladas das marginais )( jX xF
j

 sobre a cópula. 

Mais especificamente, serão estudadas as cópulas empíricas onde )( jX xF
j

 é aproximada 

tanto por estimativas de estatísticas de ordem baseadas nos dados (Eq. (10)) quanto por 

distribuições paramétricas. 

 

 

Métodos de estimação dos parâmetros de cópulas 

 

Na literatura atual, existem diversos métodos de estimação e inferência sobre a cópula 

mais adequada aos dados empíricos (NELSEN, 2006; SILVA FILHO, 2010; SILVA FILHO, 

2013; LEAL, 2013; JOE, 2013). Em muitos trabalhos são citados tanto métodos não-
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paramétricos como as cópulas empíricas, quanto paramétricos de máxima verossimilhança 

(MV) e de maximização a partir das distribuições marginais, também conhecida como (IFM), 

acrônimo para “Inference function for margins” (GENEST, 2007; JOE, 2013). Há ainda as 

cópulas semi-paramétricas, onde as marginais não-paramétricas são consideradas para o ajuste 

da cópula paramétrica (NELSEN, 2006). Todas estas alternativas serão brevemente 

introduzidas a seguir. 

 

 

 Método de Máxima Verossimilhança 

 

O método de máxima verossimilhança (MMV) é usualmente adotado para estimar 

tanto os parâmetros das distribuições marginais )( jX xF
j

 quanto da cópula paramétrica C(∙). O 

MMV estima simultaneamente os parâmetros das distribuições marginais de X e de C(∙). Os 

estimadores obtidos são aqueles que maximizam a função de log-verossimilhança resultante 

da Eq. (5) diante dos dados evidenciados xi (BOLFARINE, 2001; YAN, 2010): 
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  (12) 

 

onde αj representa o conjunto de parâmetros de )( jX xF
j

 e θ o conjunto de parâmetros de 

dependência da densidade de cópula c(∙), genericamente apresentada na  Eq. (6). Por sua vez, 

o vetor xi=(xi,1, ..., xi,j,..., xi,k) representa a i-ésima amostra (instância ou evidência) do vetor de 

variáveis X. Assim, via MMV, os parâmetros θ, α1, ..., αk são todos estimados 

simultaneamente, de forma a maximizar a função l. Esta estimação conjunta torna a obtenção 

de estimativas para os parâmetros bastante complexa (LEAL, 2013). 

 

 

 Método IFM (inference function for margins) 

 

O método IFM permite separar o processo de estimação em duas etapas. 

Primeiramente, são estimados os parâmetros das marginais (αj) para, em seguida, serem 

estimados os parâmetros da cópula (θ). Neste sentido, é comum que se adote o MMV em 

ambas as etapas de estimação, separando-se a soma da Eq. (12) em duas funções a serem 

otimizadas em sequência (YAN, 2007). Desta forma, o problema de inferência das marginais 

é tratado primeiramente de maneira usual, e pode-se recorrer a testes de ajuste tais como o de 

Kolmogorov-Smirnov (veja Simard (2011)) ou a critérios de qualidade de ajuste como o AIC 

(sigla para Akaike information criterion) (AKPA, 2011). Apenas em um segundo momento é 

que o modelo de cópulas é, de fato, tratado.  

Esta alternativa de inferência mostra-se interessante por diversos motivos. Em termos 

práticos, pode-se estar interessado em estudar a dependência entre variáveis cujo 

comportamento marginal tenha sido previamente modelado, , tal como ocorre em problemas 

de incerteza de modelos, por exemplo (FIRMINO, 2010). Por outro lado, embora que as 

estimativas obtidas via IFM não sejam necessariamente equivalentes às do MMV, as 
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diferenças são desprezíveis na grande parte dos casos (LEAL, 2013). Por fim, destaque-se 

ainda o fato de que ao decompor o problema de inferência, IFM o torna computacionalmente 

atraente, já que se reduz a sua complexidade em relação ao MMV. Para maiores detalhes 

sobre IFM e sua comparação com MMV, sugere-se literatura mais específica (SILVA FILHO, 

2010; JOE, 2013; LEAL, 2013; MELO, 2008; SANTOS, 2012). 

 

 

 Métodos Bayesianos 

 

A literatura também apresenta outras alternativas paramétricas além do MMV e IFM 

para inferir sobre os parâmetros da distribuição conjunta uma vez obtidos os dados. Por 

exemplo, Rossi (2012) implementa o algoritmo de Metropolis-Hastings utilizando uma 

abordagem Bayesiana, na qual os parâmetros são estimados em conjunto e separados, a 

exemplo de MMV e IFM, utilizando métodos com base nas simulações de Monte Carlos via 

cadeias de Markov. 

 

 

 Métodos Semi e Não-Paramétricos 

 

Nos métodos não-paramétricos, as cópulas são construídas somente a partir da 

distribuição de frequência dos dados e modelos matemáticos paramétricos são negligenciados 

(EUGÊNIO FILHO, 2017). Desta abordagem emergem as cópulas empíricas descritas na Eq. 

(10). Alguns autores têm se dedicado a esclarecer a importância desta abordagem, 

principalmente devido à sua simplicidade de aplicação e propriedades estatísticas (GENEST, 

2007).  

Como já destacado anteriormente, as cópulas empíricas não fazem uso de modelos 

paramétricos nem sobre as distribuições marginais das variáveis em X nem sobre a própria 

cópula. Nelas, a distribuição acumulada da variável Xj é aproximada pela distribuição de 

frequências acumuladas de acordo com os dados, Rj(xi,j), por sua vez baseada na ordem das 

observações em xi,j (i=1,...,n; j=1,...,k). As cópulas empíricas foram introduzidas 

primeiramente por Deheuvels (1979) apud Nelsen (2006), chamando-a na ocasião de “função 

de dependência empírica”. Elas tendem a ser computacionalmente eficientes e são estimadores 

centrados para a verdadeira cópula à medida que o tamanho da amostra n cresce (IYENGAR, 

2009; KAO, 2010). 

Sobre as cópulas semi-paramétricas, as marginais são usualmente aproximadas pela 

distribuição de frequências acumuladas Rj(xi,j). Contudo, a cópula C(∙), diferentemente do 

método não-paramétrico, se dá por um modelo matemático (NELSEN, 2006). 

Embora pouco mencionada na literatura, é ainda possível que a modelagem envolva 

distribuições marginais paramétricas ajustadas aos dados e uma cópula não-paramétrica. Para 

tanto bastaria substituir na Eq. (10) Rj(xi,j)/(n+1) pela função Fj(xi,j), ajustada via MMV, por 

exemplo. No presente artigo, esta modalidade de cópula será denominada de "semi-empírica". 

Na próxima subseção, as diferenças entre cópulas empíricas e semi-empíricas serão 

ilustradas a partir de casos de simulação. O intuito é verificar as semelhanças e diferenças 

entre os modelos de cópulas obtidos. 
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 Casos de estudo 

 

As simulações executadas neste trabalho foram geradas a partir do software R (TEAM, 

2021), sempre envolvendo duas variáveis X=(X1=X , X2=Y) e diversas relações entre elas. O 

intuito era constatar se há algum ganho em termos de acurácia do modelo de cópula semi-

empírica em relação à empírica, uma vez que a cópula semi-empírica tem um custo 

computacional maior a depender da forma das distribuições marginais )( jX xF
j

. Destaca-se 

que esta cópula é raramente citada na literatura, embora factível. Além da análise gráfica das 

curvas de nível das cópulas obtidas, foi adotado como critério de comparação a capacidade da 

cópula de captar a tendência do relacionamento entre as variáveis em X e, quando pertinente, 

o momento em que tal relação mudava de sentido. 

Desta forma, cada relação foi simulada a partir da geração de 100 pontos aleatórios. Os 

pontos aleatórios foram gerados probabilisticamente a partir de duas distribuições, sempre 

considerando Y como sendo uma função determinística de X no caso de haver dependência. A 

ausência de ruído nas relações entre X e Y foi adotada de forma a dar um maior destaque à 

acurácia de cada método de modelagem.  

Especificamente, foi gerada uma amostra de tamanho n=100 para X, denominada x, de 

forma que X segue uma distribuição Exponencial (λ=0,5), onde λ=1/E[X] sendo E[∙] a função 

média. 

Sobre Y, foram consideradas duas amostras a serem pareadas com x; em um primeiro 

momento, uma amostra independente de X (denominada yI) e outra funcionalmente 

dependente de x (denominada yII), de forma a se avaliar as cópulas nos casos onde X e Y são 

ou não independentes. Para o primeiro cenário, se considerou YI ~ Exponencial (λ=0,5). 

Para o segundo momento, diversas relações de dependência entre X e Y foram 

simuladas, observe o Quadro 1 a seguir. 

 

Quadro 1. Relações de dependência entre X e Y. 

(a) (b) (c) 

yII = x+2, yII = x3+2 yII = -x+2, yII = -x3+2 yII = -(x+5)2, yII = (x+5)2 

  

 Nota-se que nos casos em (a) ilustram-se relações de dependência positiva entre X e Y 

(isto é, Y é uma função crescente de X), enquanto em (b) trata-se de casos de dependência 

negativa (isto é, Y é uma função decrescente de X). Já em (c), estudam-se casos em que o 

sentido da dependência muda, envolvendo regiões de dependência positiva e negativa. 

Observe-se que quaisquer outras relações de dependência que permitissem ilustrar 

dependências lineares e não-lineares crescentes ou decrescentes ou com mudança de sentido 

poderiam ter sido usadas no estudo.  

 Destaca-se que como os modelos de cópulas são invariantes as transformações 

monótonas crescentes da variável X (SILVA FILHO, 2013), eles são capazes de capturar 

apenas o sentido da dependência, se positiva ou negativa, entre as variáveis. Como será 

ilustrado a seguir, por exemplo, a cópula associada às relações presentes em (a) será a mesma. 
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Resultados e discussão 

 

Para o primeiro momento do estudo, a Figura 1 ilustra o comportamento das cópulas 

empírica e semi-empírica quando as variáveis são independentes. Se percebe que a Figura 1 

(a) apresenta os dados gerados a partir de variáveis que seguem distribuições exponenciais 

independentes entre si, já em (b) mostra a relação entre as distribuições acumuladas marginais 

baseadas em ordem (rankings), (RX vs RY), apresentados na forma dos quadrados em preto, e 

entre as distribuições marginais paramétricas exponenciais (FX vs FY), representados pelos 

triângulos em cinza.  

 

 

 

 

Figura 1. Gráficos de pares de 100 dados simulados a partir de variáveis exponenciais 

independentes (a), respectiva relação entre funções acumuladas marginais baseadas em 

estatísticas de ordem (Rx vs Ry) e distribuições paramétricas exponenciais (Fx vs Fy) (b) e 

curvas de nível das relativas cópulas, a empírica apresentada na cor preta e a semi-empírica na 

cor cinza (c). 
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Já em (c), as curvas de nível em preto representam a cópula empírica e as em cinza 

referem-se à cópula semi-empírica. Como pode-se observar, nas Figura 1 (a) e (b), as 

variáveis não apresentam qualquer comportamento correlato, desta forma, os dados plotados 

estão completamente desorganizados, sendo difícil visualizar qualquer relação entre os 

pontos. A Figura 1 (c), gerada pelas cópulas em questão, mostram como as curvas de nível se 

comportam com o formato de ondas nos casos em que as distribuições marginais são 

independentes. Não haveria, a partir de uma análise visual, razões para destacar maiores 

diferenças entre ambas as curvas de nível. 

 

 

 

 

Figura 2. Gráficos de pares de 100 dados simulados a partir de X exponencial, Y = X+2, 

respectiva relação entre funções acumuladas marginais baseadas em estatísticas de ordem (Rx 

vs Ry) e distribuições paramétricas exponenciais (Fx vs Fy) (b) e curvas de nível das relativas 

cópulas, a empírica apresentada na cor preta e a semi-empírica na cor cinza (c). 
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A Figura 2 ilustra o comportamento da cópula quando a relação entre X e Y é linear e 

positiva. Nesta Figura apresenta-se a simulação a partir da distribuição exponencial para X e 

da relação Y = X+2. Assim como na Figura 1 (b), esta Figura apresenta a função acumulada 

das marginais baseadas em ordem (rankings) de (RX vs RY), apresentados na forma dos 

quadrados pretos e as distribuições paramétricas exponenciais de (FX vs FY), representadas 

pelos triângulos cinzas. Enquanto (c) ilustra o comportamento das cópulas quanto as 

distribuições exponenciais são positivas. Nota-se em (b), que as relações entre as acumuladas 

empíricas e paramétricas se apresentam da mesma forma, o que conduz às cópulas em (c) 

apresentaram comportamentos semelhantes. 

 

 

 

 

Figura 3. Gráficos de pares de 100 dados simulados a partir de X exponencial, Y = X3+2, 

respectiva relação entre funções acumuladas marginais baseadas em estatísticas de ordem (Rx 

vs Ry) e distribuições paramétricas exponenciais (Fx vs Fy) (b) e curvas de nível das relativas 

cópulas, a empírica apresentada na cor preta e a semi-empírica na cor cinza (c). 
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A Figura 3, assim como a Figura 2, foi simulada a partir de uma distribuição 

exponencial para X e da relação Y = X 3 + 2. Fica evidente nas Figuras 2 (b) e 3 (b) que as 

relações entre as acumuladas empíricas e paramétricas são semelhantes, mais uma vez 

conduzindo a cópulas semelhantes (Figuras 2(c) e 3(c)). Logo, as cópulas empíricas e semi-

empírica não foram capazes de captar as diferenças apresentadas nas simulações quando a 

dependência é linear (Y = X+2) e não-linear (Y = X 3 + 2). 

A Figura 4 apresenta o comportamento da cópula empírica e semi-empírica quando X 

segue uma distribuição exponencial e Y é uma função com dependência linear e negativa de X 

(Y = -X+2). 

Nas Figuras 4 (b) e (c), percebe-se pouca diferença entre as relações envolvendo 

marginais empíricas e paramétricas. As curvas de nível são, mais uma vez, semelhantes. 

Comparando as Figura 2 (c) e 3 (c) com a Figura 4 (c) fica claro que as curvas de nível se 

comportam diferente quando a dependência assumida for positiva ou negativa. 

 

 

 

Figura 4. Gráficos de pares de 100 dados simulados a partir de X exponencial, Y=-X+2, 

respectiva relação entre funções acumuladas marginais baseadas em estatísticas de ordem (Rx 
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vs Ry) e distribuições paramétricas exponenciais (Fx vs Fy) (b) e curvas de nível das relativas 

cópulas, a empírica apresentada na cor preta e a semi-empírica na cor cinza (c). 

 

A Figura 5 apresenta a simulação a partir da distribuição exponencial para X e da 

relação Y=-X 3+2. Destaca-se as semelhantes nas interpretações das Figuras 5 (b) e (c) em 

relação aos resultados apresentados nas Figura 4 (b) e (c), ou seja, as cópulas para este caso 

também não conseguiram captar os detalhes quanto à natureza da dependência negativa entre 

as variáveis. Analisando a Figura 4 (c) e 5 (c) é notável que a relação de dependência das 

distribuições marginais são negativas e ambas as cópulas não foram capazes de minuciar a 

relação de dependência entre as marginais dadas por Y=-X+2 e Y=-X3+2. 

 

 

 

Figura 5. Gráficos de pares de 100 dados simulados a partir de X exponencial, Y = -X3+2, 

respectiva relação entre funções acumuladas marginais baseadas em estatísticas de ordem (Rx 

vs Ry) e distribuições paramétricas exponenciais (Fx vs Fy) (b) e curvas de nível das relativas 

cópulas, a empírica apresentada na cor preta e a semi-empírica na cor cinza (c). 
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A Figura 6 ilustra o comportamento da cópula empírica e semi-empírica quando X 

segue uma distribuição exponencial e Y é uma função de X cujo sinal da dependência é 

positivo em uma região do espaço de possibilidades de X e negativo em outra. Para realizar tal 

simulação, se utilizou a estrutura de dependência dada por Y = -(X-5)2. 

Com base nos resultados apresentados nas figuras anteriores pode-se constatar que a 

cópula empírica e semi-empírica não foram capazes de capitar o comportamento específico 

das relações entre X e Y, atendo-se apenas a captar a tendência destas relações. Já nas Figuras 

6 e 7, pode-se perceber que as relações entre as marginais empíricas e as marginais 

paramétricas, assim como as respectivas curvas de nível, são capazes de captar as tendências e 

são também precisas quanto ao momento em que tais tendências mudam de sinal. 

 

 

 

Figura 6. Gráficos de pares de 100 dados simulados a partir de X exponencial, Y = -(X-5)2, 

respectiva relação entre funções acumuladas marginais baseadas em estatísticas de ordem (Rx 

vs Ry) e distribuições paramétricas exponenciais (Fx vs Fy) (b) e curvas de nível das relativas 

cópulas, a empírica apresentada na cor preta e a semi-empírica na cor cinza (c). 
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A Figura 7, apresenta uma estrutura de dependência dada por Y = (X-5)2, ou seja, a 

estrutura de dependência inversa ilustrada na figura anterior. Ao observar cuidadosamente as 

Figura 6 (b) e 7 (b), nota-se, que a relação das distribuições marginais acompanha a relação 

entre os dados de X e Y. 

Se pode notar ainda uma razoável diferença entre os resultados obtidos nas Figuras 6 

(c) e 7 (c) com as demais figura apresentadas anteriormente que mostram como as curvas de 

nível se comportam neste trabalho, com dependência positiva ou negativa.  Ao se comparar os 

resultados obtidos na Figura 6 (b) e Figura 7 (b) em relação as figuras anteriores referentes ao 

“Relacionamento as marginais”, se pode observar que a cópula empírica e semi-empírica 

conseguem captar o comportamento da dependência das distribuições marginais, quando estas 

tendem a oscilar de sentido, ou seja, quando a relação da distribuição marginal passa do 

sentido positivo para o negativo por exemplo. 

 

 

 

Figura 7. Gráficos de pares de 100 dados simulados a partir de X exponencial, Y = (X-5)2, 

respectiva relação entre funções acumuladas marginais baseadas em estatísticas de ordem (Rx 

vs Ry) e distribuições paramétricas exponenciais (Fx vs Fy) (b) e curvas de nível das relativas 

cópulas, a empírica apresentada na cor preta e a semi-empírica na cor cinza (c). 
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Dos resultados apresentados neste experimento, é razoável afirmar que o modelo de 

cópulas empíricas é capaz de captar tendências da relação de dependência entre as 

distribuições marginais e, desta forma, das variáveis em questão, a um nível de precisão 

comparável ao das cópulas semi-empíricas.  

 

 

Conclusões 
 

O presente trabalho teve como principal objetivo apresentar uma breve introdução de 

conceitos importantes de cópulas e estudar o comportamento das cópulas empíricas e semi-

empíricas através de simulações. Tais simulações foram direcionadas aos casos em que a 

estrutura de dependência entre as variáveis, é positiva, negativa, linear ou não-linear, além dos 

casos de independência. Para tal, foram aplicados os conceitos de cópulas empíricas, 

primeiramente introduzidos por Deheuvels (1979) apud Nelsen (2006), para avaliar o 

comportamento das variáveis quando estas seguem distribuições distintas, utilizando duas 

cópulas empíricas, a primeira baseada em ordem (rankings) e a segunda baseada na função 

acumulada das distribuições marginais ajustada aos dados. 

Os resultados obtidos com aplicação referida sugerem que as cópulas empíricas são 

capazes de modelar tendências de forma ao menos tão acurada quanto as semi-empíricas para 

captar a tendência da relação entre variáveis. Ilustrou-se ainda a fragilidade de cópulas em 

captar formatos de dependência diferentes do linear entre as variáveis. Desta forma, a 

aplicação da cópula semi-empírica se mostra menos atraente, uma vez que, sua utilização 

exige mais esforço teórico e computacional comparada a aplicação da cópula empírica.  

Como trabalhos futuros, pode-se explorar a utilização de técnicas como IFM para 

estimar os parâmetros das marginais da cópula semi-empírica e analisar se após a 

maximização é possível captar diferenças entre as distribuições com sentido único.  Pode-se 

ainda, estudar formas alternativas à análise visual, tais como testes de hipóteses, dedicados à 

comparação de desempenho entre as cópulas. 
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