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Introducao

A transferéncia da informacdo é uma preocupacdo tanto para a teoria de comunicagoes
quanto para a genética, embora aparentemente nao apresentem relagao. Considerando o fato de
que a teoria de comunicacoes é realizada pelo homem, e a genética por um processo natural, a
principal diferenca entre elas é nao operarem em uma mesma dimensao, ou seja, enquanto que
a teoria de comunicacoes envia mensagens no espago, de um lugar para outro, a genética envia
mensagens hereditarias no tempo (BATTAIL, 2008).

O sucesso considerdvel da tecnologia de comunicacdo conta com o progresso significativo
na concepcao de dispositivos fisicos, mas também, embora muito menos perceptivel, no desen-
volvimento de um poderoso ferramental conceitual, consistentemente garantido pela teoria da
informacao. Embora esse ferramental tenha sido originalmente desenvolvido para a comunicacao
através do espago, € suficientemente abrangente para aplicagao na comunicagao através do tempo
(BATTAIL, 2008).

A questao central pode ser colocada da seguinte maneira: A estrutura teérica elaborada pelo
homem pode contribuir para uma melhor compreensao dos processos naturais que envolvem
a comunicagdo genética? A resposta é afirmativa. A perspectiva provida principalmente pela
teoria da informagao renova a visao que podemos ter do “mundo vivo” (BATTAIL, 2008).

Desde meados do século XX vem ocorrendo grandes avangos tanto na engenharia de co-
municacdo quanto na engenharia genética. Em 1953, a estrutura de dupla hélice do DNA foi
decifrada por James Watson, Francis Crick, Maurice Wilkins e Rosalind Franklin. Com esta
descoberta ficou claro que a informacao genética estd armazenada na forma de duas fitas di-
retamente complementares compostas por letras de um alfabeto de quatro simbolos. Até a
descoberta das bases moleculares da genética, os pesquisadores concentravam-se na genética
classica, baseada nas leis da hereditariedade propostas pelo monge austriaco Gregor Mendel.

Em 1940, Claude Elwood Shannon em sua tese de doutorado desenvolveu uma proposta
ligando as relagoes matematicas a genética Mendeliana, com o objetivo de esclarecer como
diferentes combinacoes de caracteristicas se propagaram através de varias geragoes.
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Apesar do trabalho ser muito original naquela época, o fato de néo ter sido publicado, o
tornou pouco conhecido e divulgado. Apds ter concluido a sua tese de doutorado, Shannon
desviou seu foco para a comunicacao digital e criptografia.

Em 1948, Shannon estabeleceu a teoria fundamental de um sistema de comunicacao digital,
introduzindo o conceito de informacao baseado somente na caracteristica estatistica da fonte
de informagao, definindo a informagao de maneira abstrata independente da seméantica que nao
diferencia texto, video ou dudio como era geralmente feito naquela época nos estudos de sistemas
de comunicagao. Usando tal definicdo de informagao, Shannon provou que a mensagem gerada
por uma fonte de informagao pode ser compactada até o limite da entropia da fonte (teorema
de codificacao de fonte) e que é possivel codificar a mensagem de tal maneira que possamos
transmiti-la livre de erros com uma taxa maxima que o canal permite (teorema de codificagao de
canal) (SHANNON, 1948). Desde entao, a engenharia de comunicagoes tem criado algoritmos e
estratégias para atingir os limitantes destes dois teoremas e consequentemente realizando grandes
avancgos tecnoldgicos.

A elucidagao da estrutura do DNA possibilitou descobertas fundamentais na biologia celular
e molecular. Essas descobertas revolucionaram a ciéncia da vida e proporcionaram o desenvol-
vimento em tecnologias de DNA recombinante e o lancamento das industrias biotecnoldgicas.
Por outro lado, Shannon estabeleceu a teoria fundamental de um sistema de comunicagao digi-
tal. A sua teoria ocasionou um impacto enorme em nosso cotidiano levando principalmente ao
desenvolvimento dos celulares, da internet e dos computadores (SHANNON, 1948).

Susan Hockfield, presidente do Instituto Tecnolégico de Massachusetts (MIT), comentou:

Estas revolugoes mostraram as sementes de uma terceira revolucao
que liga as ciéncias da vida com a engenharia e as ciéncias fisicas de
novas maneiras eficazes. Muitos dos fundadores da biologia molecular
vieram das ciéncias fisicas, trazendo para a biologia novas estratégias
e tecnologias analiticas. Com a evolu¢ao dos dados e da biologia
tecnoldgica, bidlogos trabalharam cada vez mais de perto com os
matematicos, engenheiros e fisicos (tradugao editorial da revista Science
vol.323 de 27/02/2009)

Historicamente, a aplicacao da teoria da informagao para andlises de dados genéticos iniciou-
se na década de 1970, porém esses esforgos nao tiveram sucesso. Apés alguns anos, o aumento de
dados genéticos despertou novamente o interesse na aplicagao da teoria da informacao ao estudo
do genoma. Esse segundo periodo de pesquisas continua até o presente momento, porém com
um numero muito reduzido de pesquisadores. Os trabalhos atualmente buscam analogias entre
o fluxo de informacao bioldgica e o sistema de comunicacdo, dividindo-se basicamente em trés
linhas de pesquisas: teoria da informacao genética, teoria da comunicacao genética e a teoria da
codificagao genética (ROCHA, 2010; FARIA, 2011; FARIA, 2004; ROCHA, 2004; FARIA et al.,
2010).

A aplicagao das teorias da informagado, comunicacao e codificacdo em sistemas bioldgicos
contribuem para uma melhor compreensao dos paradigmas bioldgicos fazendo com que a biologia,
que hoje é uma ciéncia descritiva, se transforme em uma ciéncia fundamentada teoricamente.
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Estruturas Algébricas e Cdodigos

Anéis e Corpos

Definigao .1 Um anel < R,4+,A > € um conjunto nao vazio R juntamente com duas operagoes
binarias + e A definidas sobre R, as quais chamamos de adicao e multiplicacdo, tal que os
sequintes axiomas sdo satisfeitos:

1. < R,+ > é um grupo abeliano;
2. A operagao de multiplicagcdo € associativa, isto €, (ab)ec = a(bc),Va,b,c € R;

3. Para todo a,b,c € R, € valida a lei distributiva a esquerda, a(b+ ¢) = (ab) + (ac), e a lei
distributiva a direita, (a + b)c = (ac) + (be).

Definicao .2 Se a e b sao elementos nao nulos de um anel R tais que ab =0 ou ba = 0, entdo
a e b sao divisores de zero.

Definicao .3 Seja R um anel. Um R-mddulo consiste de um grupo abeliano G e uma operagao
de multiplicacdo de cada elemento de G por todo elemento de R pela esquerda, tais que para
todo o, 5 € G er,s € R, as sequintes condi¢coes sdo satisfeitas:

1. (ra) € G;

2. r(a+B)=ra+rs;
3. (r+s)a=ra+sa;
4. (rs)a =r(sa).

Definicao .4 Um corpo € um anel comutativo com unidade e tal que todo elemento nao-nulo €
inversivel.

Pode-se dizer entao, que F' é um corpo sob as operacoes + e A se, e somente se, F' constitui
um grupo abeliano sob essas operagoes e, para a operacao A, é vélida a lei distributiva. Desta
forma, pode-se dizer que um corpo apresenta no minimo dois componentes: as identidades das
operagoes + e A. O numero de elementos num corpo é a ordem do mesmo e um corpo onde
este nimero é finito é chamado corpo finito.

Codigos Corretores de Erros

Um dos objetivos principais dos cdédigos corretores de erros (CCEs) é aumentar a eficiéncia
ao se enviar uma informacao, garantindo que ela chegue da mesma forma como foi mandada, e,
se nao chegar seja corrigida para tal. Os CCEs estao presentes no nosso cotidiano de intimeras
formas, por exemplo, quando assistimos a um programa de televisao, ouvimos um CD de misica,
falamos ao telefone, mandamos uma mensagem a alguém via Pager ou navegamos pela internet.
Algumas outras aplicagoes que podem ser listadas sdo:

a) Uso do bit de paridade como um artificio detector de erro;

b) Armazenamento de dados em discos - CCEs estao sendo muito utilizados por aumentarem
a densidade de armazenamento;

c¢) Transmissao de informacao pelas naves espaciais;

d) Audio digital - o aumento da popularidade do dudio digital deve-se ao desenvolvimento dos
CCEs que contribuem, e muito, com o processo de digitalizagao. Por meio desse sistema,
quando é iniciada a leitura de um CD, ele é capaz de corrigir os erros produzidos por
marcas de dedos, arranhoes, e outras imperfei¢coes, para em seguida, transformar em sinais
SONOros.
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Cédigos de bloco

Os cédigos de bloco sao atribuidos por serem cédigos sem meméria. O ponto de partida é
um conjunto A, que pode ou nao ser finito, chamado alfabeto.

Definicao .5 Um cddigo C sobre um alfabeto A € qualquer subconjunto nao-vazio do espago de
sequencias A, onde A é chamado alfabeto do cédigo e I € o conjunto de indices das sequéncias
¢ ={c¢ i€ I}. Chamamos de palavras-cédigo os elementos, ou simbolos, no alfabeto A que
compdem o codigo C.

Um cédigo de bloco é caracterizado por trés critérios principais: seu comprimento, sua
dimensao e sua distancia minima.

Definicao .6 Um cddigo de bloco C de comprimento n sobre um alfabeto A € qualquer subcon-
Junto A, das sequéncias ¢ = {c; :i € I}.

Definigao .7 A dimensdo de um cddigo C' ¢ dada por k = log 4||C|, onde |A| denota a cardi-
nalidade do conjunto.

Definigao .8 Seja C' um cdédigo de comprimento n tal que |C| > 2. A distancia minima de
Hamming de C, denotada por dmin(C) € dada por:

dmin(C) = ming yec z+yd(x,y).

Cédigos lineares

Levando em consideragao um coédigo de blocos com gK palavras-cédigo e comprimento n,
se k e n sdo relativamente grandes, entao sera muito dificil um espago para armazenar essas
palavras-cédigo. Deste modo, cédigos de bloco com uma estrutura linear sao mais convenientes
e diminuem a complexidade do codificador. A maioria dos cédigos utilizados hoje pertence a
classe dos cédigos lineares.

Definicao .9 Um cddigo (n,k,d) € dito linear se, e somente se, todas as suas palavras-cddigo
Jormam um subespago vetorial de dimensao K do espago vetorial ', o conjunto das n-uplas do
corpo Fy.

Cédigos ciclicos sobre Z,

Trabalharemos com cédigos ciclicos sobre anéis do tipo Z,. Mais especificamente, o anel
Zy, onde é feita a associagao das bases nitrogenadas (timina, citosina, guanina e adenina) que
possuem quatro elementos. Os cédigos ciclicos serdao o alicerce para o progresso da construgao
do Coédigo BCH sobre as estruturas algébricas de anéis e corpos e suas extensoes de Galois.

Definicao .10 Um cddigo linear C' com pardametros (n,k) sobre Z, € ciclico se, para toda
palavra-cédigo v = (vo, v1, V2, ..., n—1) € C, todo deslocamento ciclico v(1) = (Vp—1,v0, V1, V2, ..., Up—2) €
C,comv, € Zg,0<i<n<1.

Cédigos BCH sobre anéis e corpos

Os codigos BCH formam uma pertinente classe de cédigos ciclicos principalmente pela sim-
plicidade dos procedimentos de codificagao e decodificagao associados, tornando-os competentes
candidatos a serem utilizados em aplicagoes praticas. Os cédigos BCH foram descobertos por R.
C. Bose, D. K. Chaudhuri e A. Hocquenghem e sao uma excelente generalizacao dos codigos de
Hamming, concedendo a multipla correcao de erros. Deste modo, formam a classe dos melhores
cbdigos construtivos para canais onde os erros afetam os simbolos de forma independente. Con-
tudo, esses cédigos sao eficientes quando o comprimento das palavras-cédigo nao é grande, caso
contrério, o desempenho destes é reduzido devido as baixas taxas de transmissao.
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Cédigos geometricamente uniformes

Definicao .11 Um conjunto de sinais S definido sobre um espago métrico (M, d) é um cddigo
geometricamente uniforme se, dados s1 e sp em S, existe uma isometria us, s, que transforma
s1 em So mantendo S invariante, ou seja,

Us, s5(51) = S2.

Assim, S é geometricamente uniforme se a agao do grupo de simetrias I'(S) de S é transitiva.
Se S for finito, dizemos que S é uma constelacao uniforme, se S for infinito dizemos que S é um
arranjo regular. Uma constelagdo uniforme no espago Euclidiano é um cédigo de grupo (cédigo
de Slepian).

Conjunto de sinais casados a grupos

A principal justificativa para considerar o codificador e o modulador como um sé bloco é
instituir a melhor maneira de associar uma palavra-cédigo a um sinal a ser transmitido. Conjunto
de sinais casado a um grupo compoe a forma mais apropriada de estabelecer esta associacao.

Definigao .12 Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que um conjunto de sinais finito S em
M estd casado a um grupo G se existe uma funcao sobrejetora p: G — S, tal que,

d(u(g), u(g") = d(u(g~" *¢'), u(e), Vg,q € G,

onde e é o elemento neutro de G. A func¢ao p € denominada mapeamento casado. Se p € uma
funcdo injetora, entio p~' é chamada rotulamento casado.
G-linearidade

G-linearidade é uma extensao da Zj-linearidade baseada em grupos de simetria. Esta ex-
tensao é realizada levando-se em consideracao um cédigo quaterndrio mais como um rotulamento
do que a imagem de um c6digo por isometria entre médulos. Foi introduzido este conceito para
codigos em espacos métricos em geral. Todos os cédigos bindrios nao-lineares estudados sao
imagens de cédigos lineares sobre Z4 por meio de um mapeamento correto.

Z4-linearidade

A Z4-linearidade é um conceito inovador e importante em teoria da codificacao devido ao fato
de facilitar que certas classes de c6digos nao-lineares de comprimento par possam ser vistas como
codigos lineares sobre Z4. Deste modo, obtém-se uma significativa reducao na complexidade do
processo de decodificagdo dos cédigos nao-lineares.

Algoritmo para identificacao de sequéncias de DNA

Apresentaremos a seguir o algoritmo para identificacido de sequéncias de DNA através de um
exemplo.

Exemplo .1 Cédigo BCH (n,k,d;) = (63,k,d;) sobre GR(4,r).

Tomando r = 6, ou seja, GR(4,6) teremos o cddigo BCH(n,k,d,) = (63,k,dp), pois n =
26 — 1 =63, onde n é o comprimento da sequéncia.

Passo 1: Especificar a estrutura matemdtica e o alfabeto do codigo.
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O alfabeto 4-drio do cédigo genético, N = {A,C,G,T/U}, se relaciona com o alfabeto 4-
dario, Zsy = {0,1,2,3}, obedecendo as operagoes de adi¢ao e multiplicagao mddulo 4, o que lhe
confere uma estrutura algébrica de anel.

Il

WIN| —| Ol ©
= Ol Wl N DN
N| = O W|| W
(o) Nenll Hen) Nanl | Nan]
WIN| =D =
N OIN DN
=N W O W

+
0
1
2
3

WIN| =D -

Tabela 1: operagoes em Z,

Passo 2: Determinar a extensao de Galois.

A condi¢do necessdria para que a fatoracao de z™ —1 em GR(4,1), grupo das unidades, seja
Unica, € que o comprimento da sequéncia de DNA seja impar da forman =2" —1, onden € o
numero de elementos nao nulos no corpo de Galois GF(2"), ou equivalentemente, os elementos
que possuem inverso, 2" € a cardinalidade de GF(2") e r o grau da extensdo do corpo de Ga-
lois. Os wvalores de r serao utilizados na extensao do corpo GF(2) no passo 4. Nesse exemplo,
serd wutilizada uma sequéncia de DNA cujo n = 63 nucleotideos. Logo, o grau v do polinémio
primitivo a ser usado é r =6, poisn =2" —1 =20 -1 =63.

Passo 3: Determinar todos os polinomios primitivos p(x) relacionados a extensao de Galois.

Nesse passo, os p(x) relacionados ao grau da extensao de Galois T = 6 serao encontrados. Em
Peterson (1972) encontra-se a sequinte lista de polinomios irredutiveis de grau 6 sobre GF(2).

lorddem | 1 [ 3 | 5 [ 7 [ 9] 11 |21]
| | 103F | 127B | 147H | 111A [ 015 | 155E | 007 |

Tabela 2: polindémios irredutiveis de grau 6 sobre GF(2)

onde

A, B,C,D : nao primitivo;

E,F,G, H : primitivo;

0 — 000, 1 — 001, 2 — 010, 3 — 011, 4 — 100, 5 — 101, 6 — 110, 7 — 111.

Assim, pela Tabela 2 obtemos os polinémios:
103 = 001000011 — 1 + o + 28 primitivo;
127 = 001010111 — 1 + z + 2% + z* + 25 ndo primitivo;
147 = 001100111 — 1 + = + 2% + 2° + 25 primitivo;
111 = 001001001 — 1 4 23 + 2% ndo primitivo;
015 = 000001101 — 1 4 23 + z*;
155 = 001101101 — 1 4 22 + 2% + 2% + 28 primitivo;
007 = 000000111 — 1 + = + z2.

Dos 3 polinémios primitivos encontrados, obtemos outros trés, que sao o0s respectivos po-
lindmios reciprocos dos polinomios dados. Assim, encontramos os 6 polinémios primitivos a

sequir:
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1+x+ 28 1+a°+2ab
l+o+22+2°+25 [ 1+ +2t + 2544
1+22+23+25+28 |1+ +a22 +22+ 26

Tabela 3: polinémios primitivos de grau 6 sobre GF(2)

Passo 4: Determinar a extensao do corpo GF(2).

O corpo GF(2") € obtido através do quociente do anel de todos os polinémios com coeficientes
em GF(2), GF(2)[z], por um ideal gerado por qualquer um dos polinémios primitivos de grau
r = 6. Nesse passo, realizamos a extensdo do corpo GF(2) da seguinte maneira:

Considere o corpo de Galois GF(2") = GF(2°) = GF(64) = Fg4 dado por

Pylr] Fy[x]

< p(z) > T <1l4 x4+ > :{QO‘|‘CL1$+CL23§2+...—I—ag)q;5;ai,ser}7

onde p(x) € o polindmio primitivo do passo 3.

Seja o um elemento primitivo em Fgy, equivalentemente o € uma raiz de 1 +x+25, ou seja,
1+a+a®=0, logo a® = —a —1. Como os coeficientes dos polinémios que formam o conjunto
dos elementos de Fgy pertencem a Fy, fazemos a reducdo mddulo 2 e obtemos of = o + 1.

Os elementos de Fgy sdo entao mostrados na tabela a sequir:

Fey \ (aYala’a’ata’) ‘
0 (000000)
1 (100000)
a (010000)
o? (001000)
o’ (000100)
ot (000010)
a® (000001)
ab=1+a (110000)
a’=a.al =a+a? (011000)
a® =a.a” =a?+a? (001100)
a’ =a.a® =a® + ot (000110)
' = a.a =at+a° (000011)
all = a.al? =ab +a —1+a+a (110001)
a? =a.a' =a+a?+af —1+a (101000)
aB =a.a?=a+a? (010100)
a' =a.a® =a? + ot (0010101)
a® =a.a=a3+ad (000101)
b =aa®=a*+al=1+a+a? (110010)
a% =a.a% =1 (10000)

Tabela 4: elementos de Fgy

Passo 5: Determinar a extensao de Zy.
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Considere o anel GR(p*,r) = GR(4,6) como sendo dado pelo quociente do anel Z4)[z] pelo
ideal gerado pelo mesmo p(x) utilizado para realizar a extensao do corpo do Passo 4, isto é,

Z4)e]  ZA4)]

~ =byg+ bz +box + ...+ bsz’ : bys € Z
<plx)> <aS4+z+1> ? ° e =

Sabemos que as operacoes em GR(4,6) sdo realizadas médulo (z® +x +1). E, como a ¢é
uma ratz do polinomio primitivo usado tanto na extensao do corpo como na do anel, entdo
a = —a — 1. Agora, como os coeficientes dos polinémios em GR(4,6) estdo em Zy, entdo
ab =3a+3.

Considerando ¢ = (010000) = «, todos os elementos nao nulos e inversiveis do grupo ciclico do
grupo GR*(4,6) sdo determinados através da potenciacdo de p.

Passo 6: Determinar o grupo das unidades.

Do passo 5, resulta que ¢ gera um grupo ciclico de ordem n.d em GR*(4,6), onded > 1 € Z
e ¢ gera o subgrupo ciclico cuja ordem é 63 em GR*(4,6). Assim, temos que n.d = 63.d = 126,
implicando em d = 2.
Consequentemente, > = (001000) = o? gera um subgrupo ciclico de ordem 63 em GR(4,6).
Logo, B = o? é o elemento primitivo que gera o subgrupo ciclico Gy, = Gg3, mostrado na tabela:

Ges (a¥ala?alata®)
8 =a® (
B2 =al (
3 =a%=3+3a (
B =af =302 + 303 (
B° = al® =30 + 3a° (
5620412:14—20[—'—0[2 (
BT =o' =a? +2a% + ot (
B =al® =3+3a+at+2a° (
ﬁ9:a18:3—|—04+a2—|—3043 (
810 — 020 — 302 1 o3 4 o 4305 (
B =a??=3+a?+3a" +a (
B12 — o2 — 1 49202 4 o (
B =a? =3 +3a+a? +2at (
B = a2 =2+ 2a+3a% + 303 + a* (
B = a0 =3 + 3a + 202 + 203 + 30 + 30° (
B =a3? =1+ 2a+3a® + 2a* + 22° (120322
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

B = a3t =2+ 302 4 203 + 3a°
B = a0 = a + 302 + 3a* +2a°
B =0 =1+3a+2a+ a3+ 3a
O =0 =1+a+a®+3a3+2a* +ad
Bl =a*? =24+ a+2a%+ ot +3°
R =aM=3+3a2+a®+a°
% =0t =3a+2a% + 30t + o
% =a*® =1+ 302+ 30> + 224
% =aY =24 2a+a®+3a* +3a°
% =02 =1+20+3a>+2a3+a
B2 =% =3+ 3a+ a? + 203 + 30t +22°
B8 =0 =1+3a+a?+3a%+a+2a°
Y =0’ =3 +a+3a+ 303+ a4 3a°
B30 =ab =3+ a3+ 30 +3a°
B3 =ab%? =142a+a°
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B3 = a% = 3a + 2a°
(33 = a% = 303 4 20°
B3 = a% = 2a + 202 + 3a°
B3 =a™ =a+a?+2a® + 224
B3 =0 =2+2a+ %+t +2a°
T =a™=3+a+203+0a°
BB =a’™ =3a +2a2 + o +2a°
B3 =a™ =2a + 202 + 30 + 20 + o°
=080 =2+ a+3a% + 203 + 221 + 3a°
pH = a®? =2 +3a+ 302+ a® + 30t + 20°
B2 =a% =1+3a+3a>+3a* +a’
B3 =a8 =1+3a3+3a°
pH =a% = a+2a?% + 3a°
B =" =a+a?+ad + 22
ﬂ46:a92:2+2a+043+a4+045
B =a% =3+ 20+ a? +2a3 +°

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
(130331)
( )
( )
( )
oo
B8 = a% = 3a + 202 + 20 + a* + 2a° (032212)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

100303

011120

Y =a”® =3+ a+20%+ 303+ 2a* +20°
ﬁ50:a100:2+a2+a3+2a4+3a5
gl =al%? =2+ 304 3a® + at + o
B2 = a9 =3 4+ 204 o + 303 + 30t

B2 = al% =14 a+30% + 30® + o' + 30°
B = al%® =3 4202 4+ a® + 32t + 22°
B% =o' =14 3a+4a® + 22" + 0

8% = a2 =2 4 o + 308 + o
BT = o =34 3a+20% 4+ o’ + 30°
398 — Q116 — o 4 303 + 20 + af
B =a® =2+ a4+ 3a%+a +3a°
890 — 0120 — o + 302 + a3 + 30t + b
,861:Ct122:1+3062+043+3044+Ck5
862 — o124 — 1 4 304 + of
863 — o126 — 1

113313

131021
210310

010321

013131
103131
100031
100000

Tabela 5: elementos de Ggs

O elemento primitivo B = o? serd utilizado na construgcao de um cédigo BCH de com-

primento n = 63 sobre Z,. Quando o comprimento n da palavra-cédigo desejada for igual a
cardinalidade de Gy, faremos entdo a construgdo de um cddigo BCH primitivo, onde ¢ gera um
grupo ciclico de ordem n.2 em GR(4,r).

Passo 7: Determinar o polinomio gerador da matriz G, g(x).

Neste passo, serdo calculados os polinomios geradores g(x) das matrizes geradoras G dos
cddigos. Os polinémios geradores dos codigos de comprimento n, tem como raizes os elementos

na sequéncia {(8%), (8P, (B)P*, (B)P", ..., (B1)P" (mod n)}

Estes polinomios sao dados por
g(CC) = mmc(Ml (:C)v MQ(J:)v s an—l(x))v

onde M;(xz) € o polinémio minimal associado ao elemento B;, {i = 1,2,...,n — 1} (B € um
elemento primitivo em Gy,).
No caso da palavra-codigo em questao, cujo comprimento é n = 63, os valores de 1 <t < 31
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serao analisados. Para cada valor de t, teremos uma distancia equivalente e seus respectivos
polindmios minimais envolvidos nos cdlculos dos g(x), da sequinte maneira:

1. Cldlculo das raizes dos polinomios minimais:
As raizes Ry, dos polinémios minimais M;(x), para cada i =1,2,...,62, sio dadas por:

Rar, = {(8Y), (BY2, (8Y)?,..., (817 (med 83} — (5 52 54 g8 516 332}
Rus, = {(8%), (832, (82)°,..., (82)%" (mod 83} — (52 34 g8 516 332 gy
Rar, = {(8), (B2, (8%, (87 (meod 693,

Assim, obtemos a sequinte tabela:

) Ry, 7 Ry,

1 {6,6%,8%,6° 5%, 8%} | 32] {8% B 6%5",06°B")

2 {52754768751675327ﬂ} 33 {533,ﬁ3,56,512,,324,548}

3 {BS’BG’B12”824’548’B33} 34 {534,ﬁ5,510,52075407517}
4 {547587516’ 632”3’ /82} 35 {535’ 6776147/32875567549}
5 {B5’510’5207ﬁ40’517’534} 36 {B367l89”818}

6 {667 6127/82476487 633”33} 37 {l3377511’ 6227/8447625a 650}
7 {577514’628’ ﬂ567/849a635} 38 {B387/813a6267 ﬂ527/841’619
8 {68’516’632”3’62’54} 39 {ﬁ3975157630756075577651}
9 {/897/8187536} 40 {6407 5177 534,/35,/310,,820}
10 {61076207 6407ﬁ1776347 65} 41 {ﬁ4176197 6387ﬁ1376267 652}
11 {6117 5227/84476257 650”837} 42 642”821

12 {5127ﬁ2476487 633’ﬁ37ﬁ6} 43 {ﬁ43,623’ B467ﬁ2g7ﬂ58a B53}
13 {513’ 526,,352,541, 519”338} 44 {/84475257 550”337,511’ ﬁ22}
14 {ﬁM, ﬁ28,556’ B493 ﬁ35,57} 45 {ﬁ45, 5277554}

15 {515’ 530”360,557’ 6517/839} 46 {/3467529’ 6587/85375437 523}
16 {516’B327B’62’B4’58} 47 {/847,531a6627/861a/859a655}
17 {/8177/8347657610a 62071340} 48 {548’ 6337/337/867/8127624}

18 {,318,,836, 69} 49 {/349’ ﬁ35, 677 61475287556}
19 {519’ 6387ﬁ1375267 6527ﬁ41} 50 {ﬁ507537’ 6117/82275447 625}
20 {ﬂ207ﬂ40,517, ﬂ34,,35, 510} 51 {/851,6397 ﬁ157l630’560’ B57}
21 6217642 59 {ﬁ5276417 6197ﬁ3876137 626}
29 {6227 5447/82575507 537,,311} 53 {/85376437 523;/84676297 558}
23 {623’ 5467ﬁ29,658’ B537ﬁ43} 54 {554’ 545,,827}

24 {B247ﬂ4875337B37567612} 55 {/855754776317/86276617659}
25 {525’ B5075377511’ B227ﬁ44} 56 {556’ ﬁ49, 535’57’5147528}
26 {526’ ﬂ52,,341,519, 5387/813} 57 {/357,551’ 6397/81575307 560}
27 {B277554’ 545} 58 {,858,ﬁ53, 643H823”346’ 629}
28 {,828,,356,649, 6357/3771314} 59 {l3597555’ 6477/8317662a 661}
29 {,629, 6587/853,/8437 ﬂ23,,346} 60 {,860,/357, B517IB39’615’ B3O}
30 {530’ 6607/8577551a 639515} 61 {ﬁ617559’ 6557/84775317 662}
31 {/831, ﬁ62,,361,559, ﬁ55,,347} 62 {/862,5617 B597/B55,B477 B31}

Tabela 6: raizes dos polindmios minimais
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Observe que alguns polinémios minimais possuem as mesmas raizes, como podemos ver na

tabela a sequir:

Ry, = Ry, = Ry, = Ry = Ry = Ry

RMlS - RM26 - RM52 - RM41 - RM19 - RM38

RMs - RM6 = RM12 - RM24 = RM48 - RM33

RM15 = RMSO = RM6O - RM57 = RM51 = RMSQ

RMs = RMlO = RMzo = RM40 = RM17 = RM34

RM21 = RM42

Ry, = Ry = Rpg = R = By = Riss

RM23 = RM46 = RMzg = RM58 = RM53 = RM43

RMQ - RM18 - RM36

Rty = Ry = Rivys

RMu = RMzz - RM44 = RM25 - RMso - RM37

RM31 - RM62 = RM61 - RM59 - RMss - RM47

Tabela 7: polindmios minimais que possuem as mesmas raizes

2. Cdlculo dos polinomios minimais M;(x), para todo i = 1,2, ...,62.

Como alguns polindmios possuem as mesmas raizes, eles serao iguais.

Assim, os po-

linémios minimais sao calculados da segquinte maneira:

Ml(x) = MQ(.T) = M4(.T) = Mg(x) = M16(
B (x — B0 (z — 83?) = 28 + 223 + 3z + 1,

Mg(:li) = 6
B2 (x — B8) (z — B33) = 28 + 223 + 32 + 1,
M5(:L‘) = M1
B0 (z — 1) (z — B3*) = 28 + 223 + 32 + 1,

) = Map(2) = (z = f)(z — f*)(z — ) (= —

(z) = Mz (w) = Mos(x) = Maus(z) = Mss(x) = (z — 5°) (2 — 8°) (z — B12) (2 —

o(z) = Mag(z) = Myy(z) = Mi7(z) = Mza(z) = (z—B°)(x—B0)(z—5%)(z—

My (z) = Mis(z) = Mag(x) = Msg(z) = Mag(x) = Mzs(z) = (z—p7)(x—'4)(x—5°®)(z—

B29)(z — B9 (x — B3°) = 28 + 223 + 32 + 1,

My(x) = Mis(z) = Mss(z) = (z — %) (z — %) (2 — %) = 2% + 22° + 32 + 1,

My (x) = Mayp(x) = Muy(z) = Mos(x) = Mso(x) = Mszr(x) = (z — 1) (@ — 52)(x —
B (z — %) (x — ) (z — %) = 26 4 223 + 3z + 1,

Mig(z) = Mag(w) = Mse(x) = Mu(x) =

Myg(z) = Mss(z) = (z — ) (z — f2)(z —

B52)(z — ) (z — BY9)(z — B38) = 2% + 223 + 32 + 1,

M15(33) = Mgo(m‘) = M60($) = M57<3?) =
)z — )z — ) (@ — A7) = 2 + 207

Msi(z) = Msg(z) = (z — BY%)(z — %) (z —

+ 3z + 1,

Moy (x) = Mys(z) = (z — B2Y)(x — B*2) = 20 + 223 + 32 + 1,

Mas(z) = Myg(w) = Mag(x) = Mss(w) =
B2 (x — B°%) (@ — 7)) (x — B*) = 20 4 227

My7(z) = Msa(x) = Mys(z) = (z — B*)(z —

Msz(z) = Muz(x) = (x — f%)(z — %) (z —
+ 3x + 1,

B (z — ) = 28 + 223 + 3z + 1,
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Mzy(z) = Mea(x) = Mei(x) = Msg(z) = Mss(x) = Muz(x) = (x — 1) (x — f9%)(x -
BN (z — ) (& — B5°)(x — B*7) = 20 + 22® + 3w + 1.

. Cidlculo dos polinomios geradores para 1 <t < 31.

O polinomio gerador para cada valor de t € dado por
9(@) = mmc{M(x), Ma(z),..., Mn_1(2)},

formado pelos polinémios minimais que sdo diferentes entre si e possuem raizes f3,. .., 3%
como mostra a tabela a sequir:

t |dg>2t+1] (B%...,8%) g(x) = mme(M;(z),..., Mp_1(z)) C(n,k,dm)
1 dyg >3 (B, 3°%) g(z) = mme(M(x)) C(63,57,03)
2 dg > 5 (B, 32,83, BY) g(x) = mme(M; (x), M3(x)) C(63,51,05)
3 dg >7 (BL,...,5% g(x) = mme(M(z), M3(x), Ms(x)) C(63,45,07)
4 dg >9 (BY,...,B8%) | g(x) = mme(My(z), M3(x), Ms(x), M7(z)) | C(63,39,09)
5 dg > 11 (BL,..., %) g(z) = mme(M(x), M3(x),..., Mg(x)) | C(63,36,11)
6 dyg > 13 (BY,....B8%) | g(x) = mme(My(x), M3(x),..., My (z)) | C(63,30,13)
71 dg>15 (BL ..., M) | g(x) = mme(Mi(z), M3(x), ..., Miz(z)) | C(63,24,15)
8 dg > 17 (B, ...,B%) g(z) = mme(Mq(x), M3(x), ..., Mis(x)) | C(63,18,17)
9 dg >19 (BL,...,B%) g(x) = mme(M; (z), M3(z), ..., Mis(x)) | C(63,18,19)
10| dyg >21 (BY,..., 8% | g(x) = mme(My(x), M3(x),..., Mis(z)) | C(63,18,21)
11 dg > 23 (B, ...,B%) g(x) = mme(M; (), M3(z), ..., Mo (x)) | C(63,16,23)
12| dyg >25 (BY,....8%Y | g(x) = mme(My(x), M3(x),..., My(z)) | C(63,10,25)
13| dyg >27 (BY,...,8%%) | g(z) = mme(M(x), M3(x), ..., Mas(z)) | C(63,10,27)
14| dg>29 (BL,...,B%) g(x) = mme(M(x), M3(x), ..., Maz(x)) | C(63,07,29)
15| dyg > 31 (BY,...,8%9) | g(x) = mme(My(z), M3(x),..., Myr(z)) | C(63,07,31)
16 | dy >33 (BY,...,B8%2) | g(x) = mmec(M(x), M3(x),..., M3i1(z)) | C(63,01,33)
17| dg>35 (BY,....8%Y | g(x) = mme(My(x), M3(x),..., M3 (z)) | C(63,01,35)
18 | dy > 37 (BY,...,B8%) | g(x) = mme(M(x), M3(x),..., M3 (z)) | C(63,01,37)
19| dyg>39 (BL,...,5%) | g(x) = mme(Mi(z), M3(x), ..., Msi(z)) | C(63,01,39)
20| dg>41 (B, ..., 3% g(x) = mme(M; (), Ms(z), ..., Ms1(x)) | C(63,01,41)
21 dy > 43 (BL,...,3*?) g(z) = mme(Mq(x), M3(x), ..., Ms1(x)) | C(63,01,43)
22 | dy >45 (B, ..., 8% | g(z) = mme(My(x), M3(x),..., M31(x)) | C(63,01,45
23 dg > 47 (B, ..., 3%) g(x) = mme(My(x), M3(x), ..., Ms1(x)) | C(63,01,47)
24 | dy >49 (BY, ..., 5%) | g(x) = mmc(Mi(z), M3(x),..., Msi(z)) | C(63,01,49)
25 dg > 51 (B, ...,B%9) g(z) = mme(M;(x), M3(x), ..., Ms1(x)) | C(63,01,51)
26 | dy > 53 (BY,...,8%%) | g(z) = mmec(M(x), M3(x),..., Msi(z)) | C(63,01,53)
27| dy >55 (BY,....8%Y | g(x) = mme(My(x), M3(x),..., M3i(z)) | C(63,01,55)
28 | dy >57 (B, ...,3%) g(x) = mme(My(x), M3(x), ..., Ms1(x)) | C(63,01,57)
29 | dy >59 (BY,...,B%%) | g(x) = mme(M(x), M3(x),..., Msi(z)) | C(63,01,59)
30| dg>61 (BY,...,B8%9) | g(x) = mme(My(x), M3(x),..., M3 (z)) | C(63,01,61)
31 dg > 63 (BL,...,B%) g(x) = mme(M; (z), Ms(z), ..., Msi(x)) | C(63,01,63)

Tabela 8: polinémios geradores
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Considerando que a distancia minima do codigo seja dg = 3, entao o polinomio minimal
serd dado por My(z) = gi1(x) = 25 + 223 + 3z + 1, que gera o cédigo desejado e estd
relacionado com a matriz geradora G do cédigo BCH sobre Zy com parametros (n, k,dg) =
(63,57,3).

De maneira andloga, os demais polinomios geradores para outros valores de t correspon-
dentes a outras distancias sao determinados de acordo com a tabela anterior.

Passo 8: Determinar o polinémio gerador da matriz H, h(zx).

O polinomio gerador da matriz verificagdo de paridade H € obtido através da relagdo:

zn—1 263 _ 1

g(x) T2+ 255 +3r+ 1

h(z) =

Assim, h(x) = 277 4+ 2254 4+ 252 + 3251 + 247 42246 - 245 4 204 3242 2 43240 4- 3239 +-
237 4235 4 9434 | 1334 132 3,31 4 0,29 | 128 1 9,26 3,25 1 9,24 | 3,93 4 122 4 9,21 | 3,20 4
219 4 218 43216 £ 3215 4 221 4 2213 4 212 4 301 4+ 29 + 228 + 327 4+ 25 + 32 + 322+ 32+ 3,
onde os coeficientes do polinomio h(x) pertencem a Zy.

Passo 9: Determinar a matriz G e a sua transposta GT.

O polinémio gerador gy(x) = 1 + 3z + 223 4 25 estd relacionado & matriz geradora G.
Realizando os deslocamentos dos coeficientes do polinémio g(x) da esquerda para a direita,
obtemos a matriz G de dimensoes 57 x 63:

1302001000 000O0O0OO0OO0OO 0O
013 020O01°O00 000O0O0OO0OO0OTO 0O
0013020010 000 0O0O0OO0OTOOQ O
G=]100001350 200 000O0O0OO0OO0OO OO
0 0 000 000 ... 01 0 20 10
0oo0o00000O0O0OO0O...0013¢025001

A matriz GT com dimensées 63x57 é determinada como sendo a troca da linha pela coluna.
Passo 10: Determinar a matriz H e a sua transposta H” .

Determinando o polinémio h(x) no passo 8, realizamos os deslocamentos dos coeficientes
do polinomio gerador h(x) da direita para a esquerda e obtemos a matriz H com dimensao
6 x 63:

000 0O01O0O0Z20 230130333
000 0100O02©0°1 3013033320
I — 00 01002¢013 0130333200
0010020130 130333000
01002013200 303 330000
10020135000 033300000

A matriz HT com dimensio 63 x 6 ¢ determinada pela troca da linha pela coluna.
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Passo 11: Rotular a sequéncia de DNA utilizando o passo 1.

Neste exemplo, analisaremos se o cédigo BCH primitivo sobre GR(4,6) € capaz de reprodu-
zir a sequéncia de sinal interno (SI = seq. 36) de uma proteina mitocondrial - GI nimero
832917 com comprimento n = 63 nucleotideos. Este passo determina as 24 permutacoes
entre o alfabeto do cddigo genético N = {A,C,G,T/U} e o alfabeto do cddigo BCH,
Z4 ={0,1,2,3}, da sequéncia de DNA a ser analisada, no exemplo em questao. Uma vez
que o mapeamento entre N — Zg4 ndo € conhecido, consideramos todas as permutacgoes
entre esses dois conjuntos. As 24 linhas da matriz correspondem as 24 permutacgoes da SI.

Seja a SI do NCBI igual a

{5/ = GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTTGGTGGGGAACTATCGCGGCCACCACCATCCTCATT — 3'}

entdo obtemos a sequinte matriz P, onde cada linha estd relacionada a cada uma das 24
permutacoes entre N — Zy .

2 123 310 3 2 031131033

3 132210 2 3 02112102 2

1 2133 2031 03 22322033
P =

0220112310 ..31221223171

1221002301 ..302220 2 3 0

Passo 12: Verificar se a sequencia de DNA € palavra-cédigo de acordo com os padries de
erros estabelecidos: D(a,b) =0, D(a,b) =1 e D(a,b) = 2.

O procedimento usado para determinar quais das sequencias sao palavras-codigo dos codigos
(63,k,dp), € o mesmo adotado na construgdo dos cddigos sobre corpos, da sequinte ma-
newra:

As linhas da matriz geradora do cdédigo (n, k,dp) do passo 9, formam uma base do espago
vetorial identificado como o cddigo linear C'. Assim, as combinacdes lineares das linhas
de G, sdo palavras-codigo de C. Dessa forma, o processo de codificacdo pode ser escrito
como v = u.G, onde u € a informacdo e v € a palavra-cédigo correspondente, no Mosso
caso, as sequéncias de DNA a serem analisadas. Para toda palavra-cddigo v vale a relagdo

v.HT =0

A capacidade de correcdo de erros de um codigo estd relacionada com o mumero de
palavras-codigo: no caso em questao temos 4k palavras-codigo, onde k =n — r.

Nota-se que, quanto maior for o wvalor de k, maior serd o numero de palavras-codigo
implicando assim, em uma maior complexidade computacional para gerar todas as 4K
palavras-codigo. Para contornarmos esse problema, que € classificado como um problema
N P—completo, ao invés de gerarmos todas as palavras-codigo para compararmos coma
a sequéncia de DNA, consideramos que a sequéncia sob a aplicacao de cada uma das
24 permutagoes do passo 12 é uma palavra-codigo, que corresponde ao padrdo de erro
denotado por D(a,b) = 0, ou seja, a diferenca de DNA do NCBI é nula. Assim, para
determinarmos se cada uma dessas 24 possibilidades € de fato uma palavra-cédigo, usamos
a relagio v.HT = 0, onde v € a possivel palavra-cédigo e HT é a transposta da matriz
verificagdo de paridade determinada no passo 8.
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a. D(a,b) = 1 nucleotideo de diferenca.

Para analisarmos as sequencias de DNA que apresentam o padrdo de erro D(a,b) = 1,
consideramos as 8 outras possibilidades de nucleotideos em cada posicao na sequéncia
de DNA para cada permutacao, resultando em um total de 3 possibilidades de nu-
cleotideos em cada posi¢do, multiplicados pelo comprimento da sequéncia n e pelas 24
possibilidades de permutacoes, neste exemplo:

3 x 63 x 24 = 4536 possibilidades para cada sequéncia de DNA, entdo usamos a
equacio: v.HT = 0.

As palavras-cédigo encontradas sao armazenadas.

Como resultado da geragao de D(a,b) = 1 nucleotideos de diferenca, obtemos a matriz
R onde cada linha é uma palavra-codigo encontrada.

1221332031 ...03%22232203 3

322 311 2 1 1 2 2 1 2 11

03302231 0 1 33 2 31 2
R =

011022132¢50..3122123171

2112001302 ..3011013 0

b. D(a,b) = 2 nucleotideos de diferenca.

Consideramos todas as combinacgoes simples tomados 2 a 2 dos n nucleotideos de
comprimento da sequéncia, isto €

n!
Clonm) = it —m)1
Neste exemplo, n = 63 e m = 2, temos 1953 X 9 possibilidades em 17577 palavras-
cédigo para cada caso de permutacao de cada sequéncia de DNA analisada. As
palavras-codigo também sao armazenadas.

Como resultado da geragao de D(a,b) = 2 nucleotideos de diferenca, obtemos vdrias
matrizes diferentes entre si, por exemplo, R', onde cada linha é uma palavra-cddigo

encontrada.
21 1 2 3 310 3 2 03113103 3
3 1 2 21 0 2 3 02112102 2
3 21 3 3 0 3 1 0 3 2 3 0 3 3
R =
0210112310 ...31221%223T1:1
1221002301 ...3022902 3 0

Passo 13: Comparar todas as palavras-codigo armazenadas no passo 12 com a sequéncia
de DNA original e mostrar onde os erros ocorreram.

Neste passo, todas as palavras-codigo armazenadas no passo anterior estao rotuladas na
forma do alfabeto do cdédigo, Zy = {0,1,2,3}, e serdo convertidas em nucleotideos usando
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o rotulamento do alfabeto do cddigo genético N = {A,C,G,T}. Apds o rotulamento, as
palavras cédigo sdo comparadas, uma-a-uma, com a sequéncia de DNA original mostrando
onde 0s nucleotideos diferem, e armazena os resultados.

Passo 14: Voltar para o passo 7 e determinar outro g(x).

Neste passo, sao determinados outros valores da distancia minima dg, e utiliza-se 0 mesmo
procedimento, apresentado no passo 7, para calcular o polinomio gerador relativo a esta
distancia.

Passo 15: Repetir os passos 8 ao 12 para o g(x) obtido no passo 14, até que se esgotem
todas as possibilidades de g(x).

Passo 16: Voltar ao passo 3 e escolher outro p(z), repetir os passos de 4 ao 14 até se
esgotarem todas as possibilidades de p(x) do passo 3.

Passo 17: Fim.

Analise Resultados

Como resultado do algoritmo de geragao da sequéncia de DNA para D(a,b) = 1 nucleotideo
de diferenca da sequéncia do NCBI, foram obtidas 8 palavras-cddigo, sendo 1 palavra cédigo para
cada caso de permutacao que corresponde aos 8 casos de permutacoes, representados atraveés
da matriz R do passo 12. FEssas palavras-céodigo sao diferentes em termos do alfabeto do
codigo, Z4 = {0, 1,2,3}, porém sdo iguais quando rotuladas usando o alfabeto do cédigo genético
N ={A,C,G, T}, resultando em uma inica sequéncia de DNA. Como as sequéncias que foram
reproduzidas sao iguais, € suficiente considerarmos a sequéncia correspondente a um dos casos,
mostrada na figura a sequir.

Seq.36| S. cerevisiae - OXA 1— Sinal interno — GI numero 832917

Coédigo klein-linearidade((63,57,3) BCH primitivo sobre GR(4,6), rotulamento C)

p1 (%) =x%+x+1 - g, (x)=x°+2x’+3x+1 - Caso 3-(A,C,G,T)=(0,2,1,3)

aaC: A v H v Y s G L P W W G T I A A T T I L I
ntO: GCC GTT CAT GTT TAC TCT GGG TTG CCT TGG TGG GGA ACT ATC GCG GCC ACC ACC ATC CTC ATT
RtO: 122 133 203 133 302 323 111 331 223 311 311 110 023 032 121 122 022 022 032 232 033
RtG: 122 133 203 133 302 323 111 331 223 111 311 110 023 032 121 122 022 022 032 232 033
ntG: GCC GTT CAT GTT TAC TCT GGG TTG CCT GGG TGG GGA ACT ATC GCG GCC ACC ACC ATC CTC ATT
aaG: A v H v Y 3 G L P G W G T I A A T T I L I

Figura 1: Sequéncia de DNA de sinal interno com 63 nucleotideos e D(a, b) = 1.

A Figura mostra a sequéncia de SI (Seq.36) reproduzida pelo cédigo BCH primitivo ((63,57,3)
sobre GR(4, 6), com o rotulamento dado através do polinémio primitivo 1+x+2x° e do polinémio
gerador 1 + 3z + 22 + 25,

Observe que, na posicdo da décima trinca, ocorreu uma troca de nucletideo ocasionando
a troca do aminodcido nesta posi¢ao, sendo o Triptofano (W) substituido pela Glicina (G),
indicado por (W10G). Essa alterag¢io de aminodcidos implica na mudanga de classe, da classe
de aminodcido nao-polar para classe de aminodcido polar. Dessa forma, observamos que os
resultados dos rotulamentos apresentados em Rocha (2010) para sequéncias de direcionamento
com D(a,b) = 1 nucleotideo de diferenca da sequéncia do NCBI foram confirmados para outras
sequéncias de DNA.
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Conclusoes

Pode-se observar que através da teoria de codigos corretores de erros é possivel localizar onde
ocorreu uma mutagdo negativa em uma molécula de DNA, mas, diferentemente dos cédigos,
ainda nao conseguimos alterd-la. Contudo, estudos mais aprofundados sobre esse tema estao
sendo feitos, a fim de tornar possivel reestabelecer a estrutura molecular normal frente a um
DNA mutado.
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