O uso de derivada fracionaria na descrigao do decaimento nao exponencial
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Resumo: No processo de decaimento radioativo, a quantidade de espécies instdveis que perma-
necem no tempo t € dada por uma equacao diferencial de primeira ordem, conhecida como lei
de decaimento exponencial. Atualmente existem evidéncias de um decaimento mao exponencial
em longos tempos, quando o nimero de espécies presente decai suavemente, tal como 1/t". O
objetivo deste trabalho foi considerar a equacao diferencial generalizada com ordem ndo inteira,
da qual foi possivel descrever os dados experimentais em ambas regioes: exponencial e ndo-
exponencial Tegigo. Este comportamento, obtido do cdlculo fracional, estd de acordo com dados
experimentais recentes da literatura.
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Abstract: In a radioactive decay, the amount of unstable species that remains at time t is given
by a differential equation with integer order, known as exponential law. Currently, there are evi-
dence of nonexponential nuclear decay at long time, when the number of species present decays
slowly such as 1/t"™. The objective of this work was to consider a generalized differential equation
with noninteger order, it was able to describe the experimental data in both regions: exponential
and nonexponential region. This behavior, obtained by fractional calculus, in agreement with
recent experimental data in the literature.
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Introducao

A radiacao-a, emitida por um ntcleo pesado de Uranio 238, foi descoberta em 1899 por
Rutherford (RUTHERFORD, 1899). O processo, descrito pela equagao ?X —>§:§ Y + a, teve
o primeiro tratamento tedrico dado em 1928, quando Gamow descreveu o decaimento-a como
o tunelamento de uma particula através de uma barreira de potencial (GAMOW, 1928). Este
processo quantico é de natureza probabilistica, neste caso, nao se pode dizer qual particula da
amostra ird decair, mas pode-se acompanhar o niimero de nucleos pesados presentes na amos-
tra ao longo do tempo. O numero de nicleos que permanecem sem desintegrar é dado por
uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem, dN/dt = —AN, em que A é denominada
constante de decaimento. Esta equacgao diferencial tem como solugao uma funcao exponencial,
N(t) = N(0)e~*. Este comportamento exponencial para o decaimento radioativo ¢ bem conhe-
cido (MERZBACHER, 1961) e estabelecido (NOVKOVIC et al., 2006; NORMAN et al., 1988;
AVIGNONE, 1988; GODOVIKOV, 2004; SKOROBOGATOV, 2006) na literatura. Entretanto
trabalhos recentes (ASTON, 2012; NICOLAIDES, 2013; ASTON, 2013; KELKAR, 2004) colo-
cam duvidas na validade desta lei, quando se observa o processo de decaimento por um nimero
grande de tempos de meias-vidas.
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O trabalho de Kelkar, Nowakowski e Khemchandani (2004) apresenta evidéncias que para
tempos longos de observacao o decaimento é mais suave, com uma dependéncia proporcional
a 1/t", que se denominada lei de poténcia. Esta mudanga de comportamento pode trazer
consequéncias, por exemplo na datacdo de materiais pelo uso do isétopo de *C, em que é
assumido um decaimento exponencial ao longo de todo tempo de decaimento. A referéncia
(ASTON, 2012) cita este aspecto como uma possivel explicagdo de algumas discrepancias para
datacoes de carbono por decaimento radioativo em comparacgao com resultados obtidos de outras
técnicas.

A controvérsia da lei de decaimento radioativo é antiga (NOVKOVIC et al., 2006; NORMAN,
et al., 1988; AVIGNONE, 1988; GODOVIKOV, 2004; SKOROBOGATOV, 2006; PERES, 1980;
MERZBACHER, 1961) e existe por duas razoes: uma relacionada a qualidade dos dados experi-
mentais e outra ao tratamento teérico dado. Em primeiro lugar, dados experimentais acurados,
em tempos de observagao tao longos, sao dificeis de serem obtidos no laboratério e escassos na
literatura cientifica. Por exemplo, para o isétopo radioativo de ®Be(2+) o desvio do compor-
tamento é esperado quando o tempo de observacgao é superior a 30 tempos de meias-vidas e a
intensidade esperada do sinal experimental é da ordem 10~7 vezes do sinal inicial (KELKAR et
al., 2004). Em segundo lugar, nao existe uma previsao tedrica rigorosa sobre o assunto neste
limite de tempo (MERZBACHER, 1961). A referéncia (PERES, 1980) demonstra que a teoria
quantica, dentro de certas aproximacoes, prevé variagoes do decaimento exponencial para tem-
pos muito pequenos e muito longos de observacao. Motivado por esta controvérsia, este trabalho
explora o uso de uma equacao diferencial de ordem fraciondria, cuja solucao, dada em termos
da funcao de Mittag-Leffler, tem um comportamento assintético que se ajusta qualitativamente
aos dados de decaimento radioativo, em pequenos (lei de decaimento exponencial) e longos (lei
de poténcia) tempos de observagao.

Esta abordagem foi usada recentemente na predicao do tempo de meia-vida, utilizando cons-
tantes de decaimento obtidas diretamente de calculos quanticos sem corregoes empiricas (CALIK
et al., 2013). O trabalho de Calik (2013) utilizou 100 termos na série infinita de Mittag-Leffer,
no entanto, para determinados valores de a e )\ esta quantidade de termos nao garante uma
convergéncia adequada. Portanto, no presente trabalho utilizou-se um algoritmo desenvolvido
por Podlubny para o calculo da funcao de Mittag-Leffer, em que a acurédcia desejada pode ser
controlada (PODLUBNY, 2013). No trabalho realizado por Calik (2013) a ordem fracionaria
foi otimizada para reproduzir o tempo de meia-vida experimental, no entanto, seus dados nao
sao consistentes com o esperado nas regioes de pequenos e longos tempos de observacao.

No presente estudo procura-se, pelo uso do modelo fracionario, descrever a curva de decai-
mento — N X t — para pequenos e longos tempos de observagao.

Metodologia

Como discutido na introdugao, em geral, o decaimento radioativo é bem descrito por uma
equagcao diferencial de ordem inteira (NOVKOVIC, et al., 2006; NORMAN et al., 1988).

SN = kN (D) 1)
dt

cuja solugao é dada por N(t) = N(0)e " em que N(¢) é o numero de particulas presentes no
tempo t e k a constante de decaimento. Este resultado é bem conhecido e denominado como lei
de decaimento exponencial. Sao varios os exemplos na literatura em que, dentro do limite do
erro experimental, nenhum desvio é observado em relacao a lei de decaimento exponencial, como
para o decaimento-3 do *Mn (NORMAN et al., 1988) e do %8 Au (NOVKOVIC et al., 2006).
Nos dois estudos, o decaimento foi acompanhado por um longo tempo de 30 e 45 meias-vidas,
respectivamente.

kt
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Por outro lado, existem resultados para o decaimento-a do ®Be (KELKAR et al., 2004),
que apontam fortes evidéncias para um decaimento nao-exponencial, em tempos superiores a
30 meias-vidas para o ®Be. Neste caso, observa-se um desvio do comportamento exponencial
para longos tempos de observagao quando o decaimento passa a ser mais suave e governado por
uma lei de poténcia. Na tentativa de descrever o processo para pequenos e longos tempos de
observagao, o presente estudo sugere uma generalizagdo da Equagao (1) para uma ordem nao
inteira, tal como

DON(t) = —AN(%) 2)

em que A = k% N(0) =1e0 < a <1 A Equagao (2) é uma equagao diferencial de ordem
fracionaria.

Derivada fracionaria segundo Caputo

A origem do célculo fracionario remonta ao final do século XVII com a discussao entre Leibniz
e L’Hospital sobre o siguinificado de d/2 /dxl/ 2. Desta época até o momento atual, ilustres
matematicos como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, dentre outros, tém contribuido para
o desenvolvimento da teoria de célculo fracionario. Para mais detalhes sobre o assunto veja o
trabalho de dos Santos (dos SANTOS, 2012) e as referéncias contidas neste trabalho.

Para o entendimento do modelo proposto neste trabalho apresenta-se inicialmente uma mo-
tivacao para a definicao de uma derivada fraciondria, partindo da definicdo de integral fra-
ciondria. Assim, considerando o operador integral (Jf)(t) como

(1)) = /0 f(s)ds (3)

por outro lado, aplicando m vezes o operador obtemos a expressao

™)) = (JTT T TTF) () = F(lm) /0 (t— )™ f(s)ds (@)

em que I'(m) é a funcdo Gama de Euler. A expressao acima ¢ bem definida para m nao inteiro
o que leva a definigao da integral fraciondria de Riemann-Liouville (J*f)(¢) pela Equacao (4),
em que m = « é a ordem fraciondria (dos Santos).

A integral fracionaria Riemann-Liouville serd 1til na definicdo de uma expressdo para a
derivada fraciondria se levar em conta o teorema fundamental do cédlculo, em que

(DJF)(E) = f(2) (5)
Neste caso, por indugao finita, tem-se (dos Santos, 2012)
(D" J"F)(¢) = f(2) (6)
em que n é um valor positivo e inteiro. Considerando n — « na integral fracionaria , tem-se
(DT f)(t) = (D7 f)(t) (7)

A expressdo acima é bem definida para n inteiro maior que « e para qualquer valor de « posi-
tivo. Portanto, pode-se usar a Equagao (7) como motivagao para definir a derivada fracionéria
(D*f)(t), como

t () (s)ds
DO = (D0 = o [ G 0

conhecida como derivada fracionéria de ordem « segundo Caputo (dos Santos, 2012), em que a
ordem entre derivada e integral foi alterada em relagao a Equacao (7). Na Equacao (8) tem-se
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que f (”)(s) =d"f/ds". Assim, a integral que define a derivada fraciondria segundo Caputo é a
integral de Abel.
Equacao diferencial de ordem fracionaria

A transformada de Laplace representa uma estratégia importante para a determinacao das
solugoes de equagoes diferencias fracionarias, assim como para o caso de equacgoes diferencias de
ordem inteira. O método consiste em aplicar o operador £ em ambos os lados da Equacao (2),
entao

LI(DFN)(8)] = —ALIN(1)] (9)
Considerando que
L{(DFN)(1)] = s“LIN(t)] — s ' N(0) (10)

um resultado conhecido da literatura (dos Santos, 2012), tem-se

Safl
LIN(t)] = 11
N@] = 5 (1)
para N(0) = 1. Neste caso, a solugao é dada pela fungao cuja transformada de Laplace é
s*1/(s® — \). Considerando que
sa—l
LlEL(—MY)] = 12
[Fal-N") = 2 (12)
outro resultado conhecido da literatura, tem-se finalmente,
N(t) = Ea(—=At") (13)

em que F,(z) é a fungao de Mittag-Leffer com um parametro.

Funcao de Mittag-Leffer
A funcao de Mittag-Leffer

oo l‘k

Ea(CE) = Zm (14)

tem um papel central no cédlculo de ordem fracionaria e propriedades assintéticas interessantes
para descrigdo do fendmeno de decaimento radioativo (MAINARDI, 2013).

tOC
S t—0
) exp[ 11(1%_01)],para
Ea(_t ) ~ & ) t—an = (15)
—1)"" ~ t—
2 (=1) T1+an) T(1_ayPMr—™
n=1

O comportamento assintdtico da funcao de Mittag-Leffer é similar ao observado por Kelkar
(KELKAR; NOWAKOWSKI; KHEMCHANDANTI, 2004) para a descrever o decaimento-a do
8 Be. Portanto, a funcdo de Mittag-Leffer é adequada para interpolar o decaimento exponencial
em tempos muito pequenos, enquanto que também é capaz de interpolar um decaimento mais
suave para tempos longos de observacdo. O modelo proposto também se ajusta aos casos de
decaimento puramente exponencial, quando a=1 tem-se E,1(z) = e” e o resultado previsto
pela Equacao (1).
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Resultados e discussoes

Decaimento nao-exponencial

A Figura 1 ilustra o comportamento assintético da solugao da Equagao (2) para os valores:
A= 0,8ua"! e a = 0,999. Neste caso, para o grafico de In(N) x t* espera-se uma reta,
em tempos pequenos de observagao, com inclinacdo —A*/T'(1 4+ «) = —0,34774. Para tempos
longos de observagao, espera-se uma reta, para o grafico de In(N) x In(¢%), com inclinagao —1.
Os valores encontrados foram de -0,34752 e -1,0083, respectivamente. Neste caso, o tempo de
meia-vida é de aproximadamente 1 ua (unidade arbitrdria) e a mudanga de comportamento
ocorre em aproximadamente 7 = 11 ua, que corresponde a aproximadamente 10 vezes o tempo
de meia-vida. Observa-se, que a mudanca do comportamento ocorre depois que o ntimero de
particulas decai por um fator de 10° vezes. Uma importante questdo, ainda em aberto, seria a
previsao tedrica de quando ocorre esta mudanca e qual a relagao de 7 com os parametros A e a.

10" PO 000 - 0O 000

N(Y)

o
©] o o

150 200 250 300 350 400 107 107 107" 10° 10" 10° 10°
t* ©

(a) log(N) x t* (b) log(N) x log(t*)
Figura 1: Comportamento assintético da solugao prevista pela Equacao (2).

Para o processo ®Be(21) — 2o a mudanca de comportamento é esperada para um tempo
de 30 vezes o tempo de meia-vida, isto significa que o nimero de particulas ja decaiu por um
fator de €3° ~ 10'® vezes. Conforme destacado anteriormente, este fator é um complicador
na comprovagao experimental do desvio do decaimento exponencial para tempos tao longos.
Qualitativamente observa-se que quanto mais proximo de 1 assumir o valor de v menor a fracao
de ntcleos sem decair no momento da mudanga de comportamento, isto significa que para
o 8Be(21) o valor de a deve ser muito préximo de 1. No entanto, o célculo da funcdo de
Mittag-Leffer, para valores de a proximos de 1, exige uma acuricia maior e, portanto, maior
tempo de computacdo, o que dificultou a interpolacio dos dados do 8Be(2%). Neste ponto, é
importante destacar a necessidade de implementacao de rotinas mais eficientes para o calculo da
funcao de Mittag-Leffer que permitam este ajuste. Valores de o muito diferentes de 1, como os
encontrados por (CALIK et al., 2013), ndo sao compativeis com o comportamento do processo.
Estudos preliminares mostraram que a interpolagao dos dados com fungoes de Mittag-Leffer de
dois — F, g(x) — foram promissoras dando maior flexibilidade no expoente encontrado para a lei
de poténcia, e serao melhor explorados em trabalhos futuros.

Conclusao

Neste trabalho uma equagao de ordem fracionaria D N(t) = —AN(t) foi usada para descrever
o processo de decaimento radioativo. Neste caso, a solucao, em termos da fungao de Mittag-
Leffer, apresentou o comportamento assintético adequado para interpolar os dados de decaimento
radioativo em pequenos e grandes tempos de observagao. Para pequenos tempos de observacao o
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modelo prevé um decaimento exponencial e um decaimento mais suave para um ndmero grande
de tempos de meias-vidas, este comportamento esta de acordo com evidéncias experimentais
recentes.
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