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Resumo: No processo de decaimento radioativo, a quantidade de espécies instáveis que perma-
necem no tempo t é dada por uma equação diferencial de primeira ordem, conhecida como lei
de decaimento exponencial. Atualmente existem evidências de um decaimento não exponencial
em longos tempos, quando o número de espécies presente decai suavemente, tal como 1/tn. O
objetivo deste trabalho foi considerar a equação diferencial generalizada com ordem não inteira,
da qual foi posśıvel descrever os dados experimentais em ambas regiões: exponencial e não-
exponencial região. Este comportamento, obtido do cálculo fracional, está de acordo com dados
experimentais recentes da literatura.
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Abstract: In a radioactive decay, the amount of unstable species that remains at time t is given
by a differential equation with integer order, known as exponential law. Currently, there are evi-
dence of nonexponential nuclear decay at long time, when the number of species present decays
slowly such as 1/tn. The objective of this work was to consider a generalized differential equation
with noninteger order, it was able to describe the experimental data in both regions: exponential
and nonexponential region. This behavior, obtained by fractional calculus, in agreement with
recent experimental data in the literature.

Keywords: Nonexponential decay; fractional calculus; Mittag-Leffer function.

Introdução

A radiação-α, emitida por um núcleo pesado de Urânio 238, foi descoberta em 1899 por
Rutherford (RUTHERFORD, 1899). O processo, descrito pela equação A

ZX →
A−4
Z−2 Y + α, teve

o primeiro tratamento teórico dado em 1928, quando Gamow descreveu o decaimento-α como
o tunelamento de uma part́ıcula através de uma barreira de potencial (GAMOW, 1928). Este
processo quântico é de natureza probabiĺıstica, neste caso, não se pode dizer qual part́ıcula da
amostra irá decair, mas pode-se acompanhar o número de núcleos pesados presentes na amos-
tra ao longo do tempo. O número de núcleos que permanecem sem desintegrar é dado por
uma equação diferencial ordinária de primeira ordem, dN/dt = −λN , em que λ é denominada
constante de decaimento. Esta equação diferencial tem como solução uma função exponencial,
N(t) = N(0)e−λt. Este comportamento exponencial para o decaimento radioativo é bem conhe-
cido (MERZBACHER, 1961) e estabelecido (NOVKOVIĆ et al., 2006; NORMAN et al., 1988;
AVIGNONE, 1988; GODOVIKOV, 2004; SKOROBOGATOV, 2006) na literatura. Entretanto
trabalhos recentes (ASTON, 2012; NICOLAIDES, 2013; ASTON, 2013; KELKAR, 2004) colo-
cam dúvidas na validade desta lei, quando se observa o processo de decaimento por um número
grande de tempos de meias-vidas.
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O trabalho de Kelkar, Nowakowski e Khemchandani (2004) apresenta evidências que para
tempos longos de observação o decaimento é mais suave, com uma dependência proporcional
a 1/tn, que se denominada lei de potência. Esta mudança de comportamento pode trazer
consequências, por exemplo na datação de materiais pelo uso do isótopo de 14C, em que é
assumido um decaimento exponencial ao longo de todo tempo de decaimento. A referência
(ASTON, 2012) cita este aspecto como uma posśıvel explicação de algumas discrepâncias para
datações de carbono por decaimento radioativo em comparação com resultados obtidos de outras
técnicas.

A controvérsia da lei de decaimento radioativo é antiga (NOVKOVIĆ et al., 2006; NORMAN,
et al., 1988; AVIGNONE, 1988; GODOVIKOV, 2004; SKOROBOGATOV, 2006; PERES, 1980;
MERZBACHER, 1961) e existe por duas razões: uma relacionada à qualidade dos dados experi-
mentais e outra ao tratamento teórico dado. Em primeiro lugar, dados experimentais acurados,
em tempos de observação tão longos, são dif́ıceis de serem obtidos no laboratório e escassos na
literatura cient́ıfica. Por exemplo, para o isótopo radioativo de 8Be(2+) o desvio do compor-
tamento é esperado quando o tempo de observação é superior a 30 tempos de meias-vidas e a
intensidade esperada do sinal experimental é da ordem 10−7 vezes do sinal inicial (KELKAR et
al., 2004). Em segundo lugar, não existe uma previsão teórica rigorosa sobre o assunto neste
limite de tempo (MERZBACHER, 1961). A referência (PERES, 1980) demonstra que a teoria
quântica, dentro de certas aproximações, prevê variações do decaimento exponencial para tem-
pos muito pequenos e muito longos de observação. Motivado por esta controvérsia, este trabalho
explora o uso de uma equação diferencial de ordem fracionária, cuja solução, dada em termos
da função de Mittag-Leffler, tem um comportamento assintótico que se ajusta qualitativamente
aos dados de decaimento radioativo, em pequenos (lei de decaimento exponencial) e longos (lei
de potência) tempos de observação.

Esta abordagem foi usada recentemente na predição do tempo de meia-vida, utilizando cons-
tantes de decaimento obtidas diretamente de cálculos quânticos sem correções emṕıricas (ÇALIK
et al., 2013). O trabalho de Çalik (2013) utilizou 100 termos na série infinita de Mittag-Leffer,
no entanto, para determinados valores de α e λ esta quantidade de termos não garante uma
convergência adequada. Portanto, no presente trabalho utilizou-se um algoritmo desenvolvido
por Podlubny para o cálculo da função de Mittag-Leffer, em que a acurácia desejada pode ser
controlada (PODLUBNY, 2013). No trabalho realizado por Çalik (2013) a ordem fracionária
foi otimizada para reproduzir o tempo de meia-vida experimental, no entanto, seus dados não
são consistentes com o esperado nas regiões de pequenos e longos tempos de observação.

No presente estudo procura-se, pelo uso do modelo fracionário, descrever a curva de decai-
mento – N × t – para pequenos e longos tempos de observação.

Metodologia

Como discutido na introdução, em geral, o decaimento radioativo é bem descrito por uma
equação diferencial de ordem inteira (NOVKOVIĆ, et al., 2006; NORMAN et al., 1988).

d

dt
N(t) = −kN(t), (1)

cuja solução é dada por N(t) = N(0)e−kt em que N(t) é o número de part́ıculas presentes no
tempo t e k a constante de decaimento. Este resultado é bem conhecido e denominado como lei
de decaimento exponencial. São vários os exemplos na literatura em que, dentro do limite do
erro experimental, nenhum desvio é observado em relação a lei de decaimento exponencial, como
para o decaimento-β do 56Mn (NORMAN et al., 1988) e do 198Au (NOVKOVIĆ et al., 2006).
Nos dois estudos, o decaimento foi acompanhado por um longo tempo de 30 e 45 meias-vidas,
respectivamente.
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Por outro lado, existem resultados para o decaimento-α do 8Be (KELKAR et al., 2004),
que apontam fortes evidências para um decaimento não-exponencial, em tempos superiores a
30 meias-vidas para o 8Be. Neste caso, observa-se um desvio do comportamento exponencial
para longos tempos de observação quando o decaimento passa a ser mais suave e governado por
uma lei de potência. Na tentativa de descrever o processo para pequenos e longos tempos de
observação, o presente estudo sugere uma generalização da Equação (11) para uma ordem não
inteira, tal como

Dα
t N(t) = −λN(t) (2)

em que λ = kα, N(0) = 1 e 0 ≤ α ≤ 1. A Equação (22) é uma equação diferencial de ordem
fracionária.

Derivada fracionária segundo Caputo

A origem do cálculo fracionário remonta ao final do século XVII com a discussão entre Leibniz
e L’Hospital sobre o siguinificado de d1/2/dx1/2. Desta época até o momento atual, ilustres
matemáticos como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, dentre outros, têm contribúıdo para
o desenvolvimento da teoria de cálculo fracionário. Para mais detalhes sobre o assunto veja o
trabalho de dos Santos (dos SANTOS, 2012) e as referências contidas neste trabalho.

Para o entendimento do modelo proposto neste trabalho apresenta-se inicialmente uma mo-
tivação para a definição de uma derivada fracionária, partindo da definição de integral fra-
cionária. Assim, considerando o operador integral (Jf)(t) como

(Jf)(t) =

∫ t

0
f(s)ds (3)

por outro lado, aplicando m vezes o operador obtemos a expressão

(Jmf)(t) = (JJJJ...JJf)(t) =
1

Γ(m)

∫ t

0
(t− s)m−1f(s)ds (4)

em que Γ(m) é a função Gama de Euler. A expressão acima é bem definida para m não inteiro
o que leva a definição da integral fracionária de Riemann-Liouville (Jαf)(t) pela Equação (44),
em que m = α é a ordem fracionária (dos Santos).

A integral fracionária Riemann-Liouville será útil na definição de uma expressão para a
derivada fracionária se levar em conta o teorema fundamental do cálculo, em que

(DJf)(t) = f(t) (5)

Neste caso, por indução finita, tem-se (dos Santos, 2012)

(DnJnf)(t) = f(t) (6)

em que n é um valor positivo e inteiro. Considerando n− α na integral fracionária , tem-se

(DnJn−αf)(t) = (Dα
t f)(t) (7)

A expressão acima é bem definida para n inteiro maior que α e para qualquer valor de α posi-
tivo. Portanto, pode-se usar a Equação (77) como motivação para definir a derivada fracionária
(Dαf)(t), como

(Dα
t f)(t) = (Jn−αDn)f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

f (n)(s)ds

(t− s)α−n+1
(8)

conhecida como derivada fracionária de ordem α segundo Caputo (dos Santos, 2012), em que a
ordem entre derivada e integral foi alterada em relação a Equação (77). Na Equação (88) tem-se
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que f (n)(s) = dnf/dsn. Assim, a integral que define a derivada fracionária segundo Caputo é a
integral de Abel.

Equação diferencial de ordem fracionária

A transformada de Laplace representa uma estratégia importante para a determinação das
soluções de equações diferencias fracionárias, assim como para o caso de equações diferencias de
ordem inteira. O método consiste em aplicar o operador L em ambos os lados da Equação (22),
então

L[(Dα
t N)(t)] = −λL[N(t)] (9)

Considerando que

L[(Dα
t N)(t)] = sαL[N(t)]− sα−1N(0) (10)

um resultado conhecido da literatura (dos Santos, 2012), tem-se

L[N(t)] =
sα−1

sα − λ
(11)

para N(0) = 1. Neste caso, a solução é dada pela função cuja transformada de Laplace é
sα−1/(sα − λ). Considerando que

L[Eα(−λtα)] =
sα−1

sα + λ
(12)

outro resultado conhecido da literatura, tem-se finalmente,

N(t) = Eα(−λtα) (13)

em que Eα(x) é a função de Mittag-Leffer com um parâmetro.

Função de Mittag-Leffer

A função de Mittag-Leffer

Eα(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
(14)

tem um papel central no cálculo de ordem fracionária e propriedades assintóticas interessantes
para descrição do fenômeno de decaimento radioativo (MAINARDI, 2013).

Eα(−tα) ≈


exp

[
− tα

Γ(1 + α)

]
,para t→ 0

∞∑
n=1

(−1)n−1
t−αn

Γ(1 + αn)
≈ t−α

Γ(1− α)
, para t→∞

(15)

O comportamento assintótico da função de Mittag-Leffer é similar ao observado por Kelkar
(KELKAR; NOWAKOWSKI; KHEMCHANDANI, 2004) para a descrever o decaimento-α do
8Be. Portanto, a função de Mittag-Leffer é adequada para interpolar o decaimento exponencial
em tempos muito pequenos, enquanto que também é capaz de interpolar um decaimento mais
suave para tempos longos de observação. O modelo proposto também se ajusta aos casos de
decaimento puramente exponencial, quando α=1 tem-se Eα,1(x) = ex e o resultado previsto
pela Equação (11).
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Resultados e discussões

Decaimento não-exponencial

A Figura 11 ilustra o comportamento assintótico da solução da Equação (22) para os valores:
λ = 0, 8ua−1 e α = 0, 999. Neste caso, para o gráfico de ln(N) × tα espera-se uma reta,
em tempos pequenos de observação, com inclinação −λα/Γ(1 + α) = −0, 34774. Para tempos
longos de observação, espera-se uma reta, para o gráfico de ln(N)× ln(tα), com inclinação −1.
Os valores encontrados foram de -0,34752 e -1,0083, respectivamente. Neste caso, o tempo de
meia-vida é de aproximadamente 1 ua (unidade arbitrária) e a mudança de comportamento
ocorre em aproximadamente τ = 11 ua, que corresponde a aproximadamente 10 vezes o tempo
de meia-vida. Observa-se, que a mudança do comportamento ocorre depois que o número de
part́ıculas decai por um fator de 105 vezes. Uma importante questão, ainda em aberto, seria a
previsão teórica de quando ocorre esta mudança e qual a relação de τ com os parâmetros λ e α.
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Figura 1: Comportamento assintótico da solução prevista pela Equação (22).

Para o processo 8Be(2+) → 2α a mudança de comportamento é esperada para um tempo
de 30 vezes o tempo de meia-vida, isto significa que o número de part́ıculas já decaiu por um
fator de e30 ≈ 1015 vezes. Conforme destacado anteriormente, este fator é um complicador
na comprovação experimental do desvio do decaimento exponencial para tempos tão longos.
Qualitativamente observa-se que quanto mais próximo de 1 assumir o valor de α menor a fração
de núcleos sem decair no momento da mudança de comportamento, isto significa que para
o 8Be(2+) o valor de α deve ser muito próximo de 1. No entanto, o cálculo da função de
Mittag-Leffer, para valores de α próximos de 1, exige uma acurácia maior e, portanto, maior
tempo de computação, o que dificultou a interpolação dos dados do 8Be(2+). Neste ponto, é
importante destacar a necessidade de implementação de rotinas mais eficientes para o cálculo da
função de Mittag-Leffer que permitam este ajuste. Valores de α muito diferentes de 1, como os
encontrados por (ÇALIK et al., 2013), não são compat́ıveis com o comportamento do processo.
Estudos preliminares mostraram que a interpolação dos dados com funções de Mittag-Leffer de
dois – Eα,β(x) – foram promissoras dando maior flexibilidade no expoente encontrado para a lei
de potência, e serão melhor explorados em trabalhos futuros.

Conclusão

Neste trabalho uma equação de ordem fracionáriaDα
t N(t) = −λN(t) foi usada para descrever

o processo de decaimento radioativo. Neste caso, a solução, em termos da função de Mittag-
Leffer, apresentou o comportamento assintótico adequado para interpolar os dados de decaimento
radioativo em pequenos e grandes tempos de observação. Para pequenos tempos de observação o
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modelo prevê um decaimento exponencial e um decaimento mais suave para um número grande
de tempos de meias-vidas, este comportamento esta de acordo com evidências experimentais
recentes.
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