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Resumo: FEste trabalho teve por objetivo avaliar o desempenho do método de Lachenbruch e
Mickey (1968) com a modifica¢ao proposta por Giri (2004) utilizando métodos de simula¢do
Monte Carlo mensurando-se as tazas de classificacao incorreta e comparando-as com o método
original. Em todos 0s casos os custos de classificacdo incorreta e as probabilidades a priori
foram considerados iguais em ambas as populacées. Para isso foram consideradas k = 2 po-
pulacdes homoceddsticas normais multivariadas e custos de classificacdo incorreta e probabili-
dades a priori idénticos nas duas populacoes. Foram simuladas diferentes configuracdes popu-
lacionais utilizando-se N = 2000 repeticoes Monte Carlo. Em cada uma das simulagoes foi
estimada a taza de classificacdo incorreta total utilizando os métodos modificado e original de
Lachenbruch e Mickey (1968). Em cada caso, como os parametros populacionais sao conhecidos
a probabilidade real de classificacdo incorreta foi determinada. Para avaliar o desempenho de
ambos os estimadores foi determinado o viés e o erro quadrdtico médio. Ambos os métodos,
original e modificado, sdo viesados e possuem grandes vieses com amostras pequenas, € pequenos
vieses com amostras grandes. Os vieses dos dois métodos decrescem com o aumento da distancia
de Mahalanobis entre as duas populagoes. O método original € superior ao método modificado,
principalmente em pequenas amostras.

Palavras-chave: custo de classificagdo incorreta; normal multivariada; homocedastica; erro
quadratico médio.

Abstract: This work aimed to evaluate the performance of the Lachenbruch and Mickey (1968)
method considering the modification proposed by Giri (200/4) using Monte Carlo simulations and
to measure and compare the misclassification rates with those obtained in the original method.
Both methods original and modified are biased and have large biases in small samples and small
biases with large samples. The biases of the two methods decrease with the increase of the Maha-
lanobis distance between the two populations. The original method is superior to the modified
method, especially in small samples.
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1 Introducao

A andlise discriminante é uma importante técnica da estatistica multivariada para classificar
uma nova observacao p-variada x (p x 1) em uma entre k diferentes populagdes. Para se
realizar esta classificacdo é necessario assumir que a forma das densidades populacionais seja
conhecida. Em geral, a forma utilizada é a normal multivariada. Outro aspecto refere-se ao
fato de os parametros dessas densidades serem conhecidos. Quando isso ocorre, as regras de
classificacao podem ser facilmente determinadas. Estas regras devem ser avaliadas quanto aos
seus desempenhos em classificar um elemento na sua respectiva populacao de origem. Uma
forma de avalid-las é determinar as probabilidades de classificacdo incorreta das observagcoes.
Uma regra é considerada 6tima, quando as probabilidades de classificacao incorreta sao minimas.
Neste trabalho tem-se particular interesse no caso de k = 2 populagoes.

Supondo que x seja uma realizacao de uma variavel aleatéria p-dimensional X com distri-
bui¢do normal multivariada, para a qual tem-se a intengdo de realizar a classificacdo em uma
entre duas populacoes fi(x) e fa(x), sendo

i) =(2m) P exp { = (o - ) = - )| )

parat = 1, 2, em que p, é o vetor de médias da ¢-ésima populagao e 32 é a matriz de covariadncias
positiva definida comum as duas populagoes. A principio, consideram-se os parametros p; e X
conhecidos.

De acordo com a regra que minimiza o custo médio de classificacao incorreta, deve-se clas-

sificar © em 1 se
2[5 )
fo(x) = LCR2I) ] \m
Se as densidades fi(x) e fa(x) forem substituidas pela densidade normal correspondente,
tem-se:

exp {(m —pp) Tl — % (11— p2) " 27" (1 + .U2)} > [gg:m (if) :

em que C(i|7) é o custo de classificac@o incorreta de uma observagao proveniente da populagao
j na populacao 7, sendo i # j = 1,2 e p; é a probabilidade a priori de que uma observacao seja
proveniente da i-ésima populacao.

Como ambos os termos sao positivos, pode-se tomar o logaritmo, o que preserva a ordem da
desigualdade. Assim, deve-se classificar & na populacdo 1 se

(11— po) =71 — % (11— p2) =7 (g + p2) > In { [gg:m <zi> } (2)
e em 2, caso contrario.

No entanto, nas situagoes reais, embora seja razoavel assumir normalidade multivariada,
os parametros das densidades populacionais nao sao conhecidos. Neste caso, as informagoes
necessarias sao estimadas de uma amostra, que é chamada de amostra de treinamento. O pro-
blema é que a regra de classificacdo (2) pode nao ser mais 6tima, pois sua construgao foi baseada
supondo modelos normais multivariados e pardmetros conhecidos. A avaliacdo do desempenho
da regra de classificagao estimada se torna preponderante.

Varios métodos de avaliagao do desempenho da regra de classificacao foram propostos na
literatura (Giri, 2004). Dentre eles, Lachenbruch e Mickey (1968) propuseram um método,
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baseado em um procedimento que combina a técnica jackknife e o método das probabilidades
de classificagoes incorretas estimadas. Para aplicar este método, deve-se omitir das nq + ng
observacoes a realizacao p-dimensional x;; referente a i-ésima populagao e a j-ésima unidade
amostral, para ¢ = 1, 2, j = 1, 2, ..., n;, sendo n; o tamanho da amostra extraida da i-
ésima populacao. Deve-se estimar as médias das amostras das populacoes 1 e 2 e a matriz de
covariancias comum, excluindo esta observacao x;;. Pode-se representar estas médias e a matriz

. . =—(ij) o—(ij -
de covariancias combinada por X () X (@) e S,. Para esta observacao calcula-se o valor y;;
1 5 X2 p J
por

- ()_(l_(ij) - X;(ij)>T Sy — % (X,l_(z'j) _ X-Q—(z'j)>T s;! (Xl—(z’j) +Xv2—(z’j)) .3

Repete-se esse processo para todos os valores de ¢ e de j, omitindo somente a observacao
x;; em cada etapa e determina-se y;; pela expressao (3). Assim, tem-se as amostras yi1, Y12,
..+, Yin,, da populagao m e Y21, Y22, - .., Y2n,, da populacao me. Determinam-se as médias e as
varidncias de cada amostra por

ng

Z Yij

1 n; 1 n; 1

_ J=

Yi. =— E Yij € i = E ?/123 B — (4)
n; = n; — 1 = n;

n
N
|

parat =1, 2.
Lachenbruch e Mickey (1968) propuseram estimar as probabilidades P(2|1) e P(1]|2) por

P(2[1) =0 <—Z}1> ¢ P(1]2) =@ @22) (5)

e a taxa de erro aparente por

1 Y1, 1 (9
TEA—2<I> <—Sl>+2<1><52>. (6)

Giri (2004) afirma que seria interessante investigar o desempenho deste método para estimar
as taxas de erro apresentadas nas expressoes (5) e (6) se os estimadores S; e Sy dos desvios
padroes de y;; forem substituidos por um estimador comum. A idéia de se realizar tal substituicao
é baseada no fato de as populacoes serem homocedasticas.

Este trabalho teve por objetivo avaliar o desempenho do método de Lachenbruch e Mickey
(1968) com a modificagao proposta por Giri (2004) utilizando métodos de simulagao Monte Carlo
mensurando-se as taxas de classificagcao incorreta e as comparando com o método original. Em
todos os casos os custos de classificacao incorreta e as probabilidades a priori foram considerados
iguais em ambas as populacoes.
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2 Metodologia

Para avaliar o desempenho da nova regra de classificagao modificada de Lachenbruch e Mickey
(1968), considerando a utilizacao de uma variancia comum nas expressoes (5) e (6) dada por

g :\/(n1 —1)S8? + (ng — 1)5’%) )

ni+ng — 2

foi proposto a realizagao de simulagoes Monte Carlo.

Para isso foram consideradas k = 2 populagdes homoceddasticas normais dadas por (1) e
custos de classificacao incorreta e probabilidades a priori idénticos nas duas populagoes. A
média da populacao 1 foi fixada como um vetor nulo p; = 0, sem perda de generalidade. A
matriz de covariancias populacional 3 teve uma estrutura equicorrelacionada dada por

1 p ... p
p 1 .. p

3 =0 Do, S (8)
p p e 1

em que 02 = 1, sem perda de generalidade e p = 0, 0,5 e 0,9, emulando situacoes de auséncia
de correlacao, média correlacao e alta correlacdo entre as variaveis.

O parametro p, foi fixado em fungdo da distancia entre as médias populacionais dada por
A? = (uy — py)" 71 (g — ps), que foi considerado igual a 0, 2, 4, 8, 16 e 32. Foram
considerados tamanhos amostrais da populacao 1 iguais a n; = 10, 20, 50, 100 e da populacao
2 iguais a ng = 10, 20, 50, 100 combinados fatorialmente.

Cada uma das combinagoes das configuragoes consideradas foi simulada utilizando-se N =
2000 repeticoes Monte Carlo. Em cada uma das simulagoes foi estimada a taxa de classificagao
incorreta total utilizando os métodos modificado e original de Lachenbruch e Mickey (1968). Em
cada caso, como os parametros populacionais sdo conhecidos, a probabilidade real de classificacao
incorreta foi determinada. Para avaliar o desempenho de ambos os estimadores foi determinado
o viés e o erro quadratico médio.

3 Resultados e Discussao

Nesse trabalho as rotinas computacionais foram implementadas no programa R. Alguns
resultados, considerando diferentes tamanhos de amostras e correlaces entre as varidveis, sao
apresentados na seqiiéncia. Em todos os casos foi fixado o nimero de varidveis em p = 5.
Na Figura 1 sao apresentados os vieses (a) e os erros quadraticos médios (EQM’s) (b) para a
situacdo de n; = ny = 10 e p = 0 em funcdo de A%, que é a distancia de Mahalanobis entre as
médias das populagoes 1 e 2. Quando as populagoes sao idénticas, os valores de vieses e EQM’s
sdo idénticos nos dois métodos, exceto pelo erro de Monte Carlo. Quando A? é maior que 0, os
vieses e EQM’s dos dois métodos sao distintos, sendo que o método modificado (M2) apresenta
quase sempre pior desempenho do que o método original (M1). Quando A% = 32, os valores de
vieses e EQM’s tendem a se igualar. Embora M1 seja superior, as diferencas tanto nos vieses
quanto nos EQM’s nao sao expressivas.

Os valores paramétricos das probabilidades totais de classificacao incorreta sao 0, 5; 0, 2398;
0,1587; 0,0786; 0,0228 e 0,0024 para A% = 0, 2, 4, 8, 16 e 32, respectivamente. Os vieses
de ambos os métodos sdo muito grandes quando os valores de A? sdo pequenos, e decrescem
com o aumento de A2, No caso particular de A? = 2, os vieses atingiram a magnitude de
aproximadamente 0,12, para um valor paramétrico de 0,2398, o que representa cerca de 50%
do valor real. Em todos os casos o valor real foi superestimado. Estimamos os desvios padroes
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das estimativas das probabilidades totais de classificagdo incorreta nas 2000 simulagdes Monte
Carlo realizadas para os dois métodos. Elas foram praticamente idénticas, o que permite inferir
que a diferenca observada entre os EQM’s dos dois métodos é devida ao viés e ndo a precisao.
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Figura 1: Valores de viés (a) e EQM (b) dos métodos original (M1) e modificado (M2) para
determinar as taxas de classificagdo incorretas considerando ny = ns = 10 e p = 0 em funcgao de
A2,

Na Figura 2 sao apresentados os vieses (a) e os erros quadraticos médios (EQM’s) (b) para
a situacdo de ny = ny = 10 e p = 0,9 em funcdo de A%, Pode-se observar o mesmo padrio de
comportamento retratado na Figura 1, com auséncia de correlacao entre as variaveis. Entao,
pode-se concluir que a presenca de correlacao nao interfere no desempenho relativo dos dois

métodos.
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Figura 2: Valores de viés (a) e EQM (b) dos métodos original (M1) e modificado (M2) para
determinar as taxas de classificagao incorretas considerando ny = no = 10 e p = 0,9 em funcao

de A2,

Na Figura 3 s@o apresentados os vieses (a) e os erros quadraticos médios (EQM’s) (b) para
a situagao de n; = ny = 100 e p = 0. O que se observa é um redugao drastica da magnitude
dos vieses observados para ny = ne = 10 e um tendéncia forte de os métodos apresentarem
desempenhos bastantes similares. Apesar disso, para os valores intermediarios de A2, entre 0 e
16, ainda ocorreu uma pequena vantagem para o método original em relagao ao viés. Para os
EQM’s nao foram observadas diferencas entre os métodos.

Para o caso de ny = ng = 100 e p = 0,9 (Figura 4) observou-se o mesmo padrao de
comportamento em relagdo ao desempenho dos métodos considerando p = 0 (Figura 3).
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Figura 3: Valores de viés (a) e EQM (b) dos métodos original (M1) e modificado (M2) para
determinar as taxas de classificag@o incorretas considerando n; = ne = 100 e p = 0 em funcao
de A2,
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Figura 4: Valores de viés (a) e EQM (b) dos métodos original (M1) e modificado (M2) para
determinar as taxas de classificacao incorretas considerando ny = ny = 100 e p = 0,9 em funcao
de A2,

4 Conclusoes

Ambos os métodos, original e modificado, sdo viesados e possuem grandes vieses com amos-
tras pequenas, e pequenos vieses com amostras grandes. Os vieses dos dois métodos decrescem
com o aumento da distdncia de Mahalanobis entre as duas populagoes. O método original é
superior ao método modificado, principalmente em pequenas amostras.
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