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Resumo: Neste trabalho foi proposta uma extensao da distribuicao Burr XII, a distribuicao Odd
Burr XII, a qual permite modelar dados bimodais, bem como ser utilizada em situacoes que a
fungdo de risco acomoda formas unimodais e U (banheira). Foi utilizado dados nao-censurados,
considerando os estimadores de mdzxima verossimilhanca para ajuste do modelo proposto afim de
verificar a flexibilidade do modelo OBXII. Ainda, construiu-se intervalos de confianca e obteve-se
as estatisticas para comparacdo dos modelos, AIC, AICC e BIC. Posteriormente, como andlise
confirmatoria, utilizou-se o teste de razao de verossimilhan¢a (TRV). Por fim, apés os ajustes,
obtidas as estimativas, construido os grdficos com as funcgoes ajustadas dos modelos e realizado
o TRV, observou-se que o modelo OBXII ajustou-se melhor aos dados reais de concentracdes
de CO2. Assim, a distribuicdo OBXII surge como um movo modelo capaz de flexibilizar ainda
mais a distribuicao Burr XII e ser bastante util em situacoes que os modelos mais usuais nao
consequem captar assimetrias mais acentuadas e comportamentos adversos dos dados, a saber o
bimodal.

Palavras-chave: Familia “T-X”; distribuicao Odd Burr XII; assimetria; Newton-Raphson.

Abstract: In this work was proposed an extension of the Burr XII distribution, the Odd Burr
XII distribution, which allows the modeling of bimodal data, as well as being used in situations
where the risk function accommodates unimodal forms and U (bath). It was used non-censored
data, considering the maximum likelihood estimators to fit the proposed model in order to verify
the flexibility of the OBXII model. Also, was constructed confidence intervals and obtained the
statistics for comparison of models, AIC, AICC and BIC. Subsequently, as the confirmatory
analysis, the likelihood ratio test (TRV) was used. Finally, after the adjustments, obtained the
estimates, constructed the graphs with the adjusted functions of the models and realized the TRV,
it was observed that the OBXII model was better adjusted to the actual data of CO2 concentra-
tions. Thus, the OBXII distribution emerges as a new model capable of making the Burr XII
distribution even more flexible and useful in situations where the most usual models fail to cap-
ture more pronounced asymmetries and adverse data behaviors, namely bimodal.

Keywords: “T-X” family; Odd Burr XII distribution; skewness; Newton-Raphson.
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Introducao

Nos 1ltimos anos tém sido propostas uma série de distribui¢oes em que o objetivo
principal vem sendo o uso destas em situagoes que as distribui¢oes padroes como é o caso
da Weibull, Lognormal, Gama, nao conseguem descrever o comportamento dos dados.
Algumas destas novas distribui¢oes, como por exemplo, a distribuicao Odd Log-Logistica
Weibull(OLLW) (CRUZ; ORTEGA; CORDEIRO, 2016) tem como uma caracteristica
bastante interessante, o fato de modelar dados de sobrevivéncia em que a funcao de risco
¢ do tipo banheira.

A distribuicao OLLW pertence a uma classe de distribuicoes que é obtida considerando
os estudos de Alzaatreh, Lee e Famoye (2013), que propuseram a familia ”T-X"de distri-
buigoes. A partir deste estudo, outras distribuicoes foram sendo obtidas, bem como suas
propriedades e transformacoes das mesmas para se considerar os modelos de regressao
locacao-escala.

Dentre estas novas distribuicoes, podemos citar: a distribuicao Odd Log-Logistica
Normal (OLLN), proposta por Da Silva Braga et al. (2016), podendo esta ser simétrica,
platicurtica, leptocurtica e, ainda, com funcao de risco na forma unimodal e banheira; a
distribui¢cao Odd Birnbaum-Saunders (OBS), proposta por Ortega et al.(2016), no qual os
autores propuseram a distribuigdo OBS e a distribuicao Log Birnbaum-Saunders (LOBS)
obtida pela transformacao logaritmica de uma varidvel com distribuicao OBS. Ainda,
neste mesmo trabalho, foram obtidas algumas de suas propriedades matematicas, bem
como considerado o modelo de regressao LOBS.

Alguns desenvolvimentos, nao menos significativos, desta familia de distribuicoes po-
dem ser encontrados em Cruz et al. (2017), Cordeiro et al.(2016), Da Silva Braga et
al.(2017), dentre outros.

O objetivo deste trabalho é propor uma modificagao da distribuicao Burr XII, a dis-
tribuicao Odd Burr XII (OBXII), obtida pela adigdo de um parametro de forma a distri-
buicao Burr XII. Além de permitir a modelagem de dados bimodais, a distribui¢ao OBXII
permite obter fungdes de risco nas formas unimodais e banheira. Ainda, os modelos OB-
XII e Burr XII serao aplilcados a um conjunto de dados reais e comparados por meio
dos critérios AIC (Akaike Information Criterion), BIC (Bayesian Information Criterion),
CAIC (Corriged Akaike Information Criterion) e pelo Teste de Razao de Verossimilhanga
(TRV).

Distribuicao OBXII

Distribuicao Burr XII

Zimer, Keats e Wang (1998) introduziram a distribuigao Burr XII com trés parametros,
cujas fungoes de densidade acumulada (fda) e densidade de probabilidade (fdp) sao dadas,
respectivamente, por

o =1-[1+ (2)]"

S

o= ek i (2)]

S
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em que k > 0 e ¢ > 0 sao os parametros de forma e s > 0 é um parametro de escala.
Para ¢ > 1, a funcao densidade de probabilidade ¢ unimodal com moda dada por

c—1 :
T =S5
ck+1) "’

e tem a forma de “L” se ¢ = 1. Se ck > ¢, o g-ésimo momento, em torno de zero, da
distribuigao Burr XII é dado por uf = sk B (k — qc™t, g¢™' + 1), em que B(.,.) é a fungio
beta.

Distribuicao Odd Burr XII (OBXII)

Alzaatreh, Lee e Famoye (2013) propuseram a familia de distribuigoes “T-X”. Seja
r(t) a f.d.p. de uma varidvel aleatéria T' € [a, ], para —oco < a < b < o0 e seja W[F(z)]
a f.d.a. de uma varidvel aleatéria X tal que W[F(z)| satisfaz as seguintes propriedades:

i) WIF(x)] € [a,b];
i1)  WI[F(z)] é diferencidvel e monétona nao-decrescente; (1)
iii) WI[F(z)] = a quando x — —oo e W[F(x)] — b quando = — oc.

Portanto, tem-se que a f.d.a. da familia “T-X” é definida por

WIF(z)]
Glz) = / r(t)dt, @)

em que W[F(x)] satisfas as condigoes de (1). A f.d.a. G(z) em (2) pode ser escrita como
G(z) = R{WI[F(x)]}, em que R(t) é a f.d.a. da varidvel aleatéria T. A f.d.p. associada a
(2) é dada por

o) = { W@ (VIF@).

Diante do exposto, iremos introduzir uma extensao, de quatro parametros, para a
distribuigao Burr XII, chamada distribuicago Odd Burr XII (“OBXII” abreviado). A
f.d.a. da distribuicao OBXII com um parametro de forma adicional o > 0 é definida por

Flz) = %Ei’;iii ate! g — G(z;k,c,s)*
0 (1+ zfa)2 G(z;k,c,s) + Gk, c,5)™

z\c1—k o
(- l+ ()7
z\c1—k o 2\ ] —ka
1-0+@7"} + 0+
em que G(z;k,c,s) =1 —G(z;k, ¢, s).
Note que nao ha uma fungao complicada na equagao (3) quando comparada a outras
extensoes da distribuicao Burr XII, por exemplo, a distribuicao Beta Burr XII, a qual

envolve a funcao beta incompleta e dois parametros extras. A f.d.p. da OBXII é dada
por

)

esra [ (7 -0 (97
(e T b 1T
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Ainda, observa-se a seguinte relacao do parametro a com as fungoes da distribuigao
de base e da nova distribuicao, como se segue

_log [F(x)/F(x)]
log [G(2)/G(x)]

Se X é uma variavel aleatéria com fungao densidade de probabilidade (3), cuja notagao
adotada é X~OBXII(«, k, ¢, s), as fungoes de sobrevivéncia e de risco correspondentes a
(3) sdo, respectivamente, expressas como

«

—
—_

|
L
—_
+
—~
» |8
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h(z) =

acks 2 1 () {1 (9]
- @

Alguns graficos da fungao densidade de probabilidade OBXII, para algumas com-
binacoes de parametros, sao apresentados na Figura 1. A partir desta representacao,
pode-se observar a flexibilidade proporcionada pela nova distribui¢ao para diferentes va-
lores de a, k, s e c.
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Figura 1: Graficos da f.d.p. OBXII para algumas combinagoes de valores dos parametros.

Na Figura 2 observa-se, para alguns valores de parametros, que a funcao de risco da
distribuicao OBXII acomoda as formas descrescente, unimodal e uma combinacao entre
banheira e unimodal.
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Figura 2: Graficos da fungao de risco da OBXII para algumas combinacoes de valores dos
parametros.

Estimacao
Seja x1, xa, ..., T, umaamostra aleatéria de tamanho n. No presente trabalho, pretende-
se determinar as estimativas dos parametros do modelo usando o método de maxima ve-

rossimilhanca. Para tal, tem-se que o logaritmo da funcao de verossimilhanca, utilizada
para se obter as estimativas para o vetor de parametro ® = (o, k, ¢, s)T, é dada por

(®)=n [log(acks—c) — clog(s)} + Z [(c — 1)log(z;) — (ka + 1) log(w;)]

+> [l —1)log (6;) — 2log (&)],
i=1
em que w; = 1—|— (%)67 (5Z:1—w;k and §Z:5?+w;k°‘
O vetor escore U(O) = (U, (), Ux(®),U,(O),U,(0))" tem componentes dadas por

Ua(©) = 2 = kY1, [log(uwi) + log(5,) — 2 (&*”ﬂ

7

U(©) = — Sy [ardogw) + (= 1) () —2 (%)

2
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U(®) = 2+n[—log(s) + log(z;)]+> "1, [—(koz +1) <w1i)—)> + (a—1) (5%‘;”> -2 <§(£_>

[

U(©) = -2+ >0, [—(koz +1) <%> +(a—1) (%) _9 (iﬂ)]

Os estimadores de maxima verossimilhanca © de O sdo obtidos resolvendo as equacgoes
nao-lineares U, (©®) = 0, Ux(©) =0, U.(®) = 0 and U,(©®) = 0. Estas equagoes nao po-
dem ser solucionadas analiticamente e, portanto, pode-se utilizar um software estatistico
para obtencao dos EMVs. Ainda, métodos iterativos, como por exemplo, algoritmo do
tipo Newton-Raphson pode ser utilizado para obter o vetor de estimativas ©. A escolha
dos valores iniciais para k, ¢ e s foi feita a partir das EMVs l%, ¢ e § obtidas para o modelo
Burr XII, uma vez que este é um caso especial do modelo OBXII quando o« = 1. O valor
inicial para « foi obtido por “tentativa e erro”.

Para obtengao dos intervalos de confianga de (o, k,c,s) e realizacao de testes de
hipéteses sobre os parametros, foi obtida a matriz de informacao observada, uma vez
que para obtencao da matriz de informacao esperada requer integracao numérica, o que
nao ¢ nada “trivial”’. A matriz de informagcao observada J(®) de ordem 4 x 4 ¢é

Jaa Jak Jac Jas

Jik e ks
JCC JCS
JSS

Sob condigoes normais de regularidade, a distribuicao assintética de \/ﬁ(@ - 0)é
Ny (0,I(©)71), em que I(®) é a matriz de informacao esperada. Este comportamento
assintético é valido se I(®) for substituido por J(©), ou seja, pela matriz de informacao
observada avaliada em ©. A distribuicio normal multivariada Ny (0,1(®)~1) pode ser
usada para construir intervalos de confianca assintéticos regioes de confianca para os
parametros.

O teste de razao de verossimilhanca (TRV) serd usado para comparar o modelo OBXII
com o modelo Burr XII, visto que estes sao modelos encaixados. Assim, deve-se utilizar
as estatisticas de maxima verossimilhanca para avaliar se a distribuicao OBXII ajustada a
um dado conjunto de dados é “superior” a distribuicao Burr XII ajustada. Dessa maneira,

a estatistica do TRV, para testar Hy : a = 1 versus Hy : a # 1 (equivalente a comparar
as distribui¢oes Burr XII e OBXII), é w = 2 |I(&, k, ¢,8) — I(1,k,¢,5) |, em que &, k, é e §
sao as EMVs sob Hj e k, ¢ e § sdo as EMVs sob H,.
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Aplicacao

Aqui, foi adotado a distribui¢ao Burr XII como modelo baseline para a familia “OLLG”.
As estimativas dos parametros de cada distribuicao foram obtidas pelo método de maxima
verossimilhanca descrito na Secao , usando a subrotina optim do R. O conjunto de dados
sao de observagoes nao censuradas. Posteriormente, sao apresentadas as EMVs, corres-
pondentes erros-padrao, intervalos de confianca e valores das estatisticas AIC, CAIC e
BIC (o menor destes critérios define o melhor ajuste). O TRV é usado para comparar
os modelos OBXII e Burr XII ajustados ao conjunto de dados, e portanto, verificar a
melhoria (ou nao) que o parametro de assimetria o promove na modelagem de conjuntos
de dados reais. Para realizar as andlises sera utilizado o softwareR ( R CORE TEAM
(2014))

Dados de concentragao de CO2

O conjunto de dados que sera utilizado trata-se de um experimento sobre a tolerancia
ao frio das espécies de gramineas Echinochloa crus-galli. A absorgao de CO2 de seis plantas
de Quebec e seis plantas do Mississippi foi medida em varios niveis de concentracao de
CO2 no ambiente. Os dados originais constam de 84 observcoes e 4 variaveis, sendo
elas: a regiao de origem da planta (Quebec ou Mississipi), tratamento (refrigerada ou nao
refrigerada), a concentracao de diéxido de carbono (CO2) (ml/]) e as taxas de absorcao de
diéxido de carbono (umol/m? sec). No presente estudo vamos utilizar apenas a varidvel
concentracao de CO2. Para mais detalhes sobre o conjunto de dados ver Potvin, Lechowicz

e Tardif (1990).

Resultados e Discussao

A Figura 1 traz informagoes referentes aos ajustes dos modelos Burr XII e OBXII.
A partir da mesma, observa-se que todos os parametros foram significativos e por meio
das estatisticas AIC, AICC e BIC, verifica-se que o modelo OBXII foi o mais adequado
para modelar este conjunto de dados, uma vez que apresentou menores valores destas
estatisticas.

Um teste formal para o parametro de assimetria, a, que foi adicionado ao modelo
Burr XII, é o TRV, discutido na Secao . Aplicando este ao nosso estudo, que é, testar
as hipdteses Hy : a« = 1 versus Hy : a # 1, ou seja, comparar os modelos OBXII e Burr
XII, a estatistica do teste é w = 2{—309,5 — (=319,2) = 19,4 (p-value < 0.01), o que
leva a rejeicao da hipdtese nula. Este resultado mostra a potencialidade do parametro de
assimetria para modelar dados reais.

O histograma e as funcoes de densidade estimadas, bem como as funcoes de densidade
acumuladas ajustadas dos modelos utilizados sao apresentados na Figura 3. A partir de
tal representacao grafica, pode-se verificar que o modelo proposto (OBXII) fornece uma
curva ajustada mais proxima do histograma e também se aproxima do que seria o “com-
portamento bimodal” dos dados (Figura 1(a)). Ainda, a curva de densidade acumulada
ajustada pelo modelo OBXII estd mais préxima da densidade acumulada empirica do que
é visto com relac¢ao ao modelo Burr XII (Figura 1(b)).
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Tabela 1: EMVs para o vetor de parametros ©® (Est.) para os modelos ajudados aos
dados de CO2, e os correspondentes erros-padrao (E.P.), intervalos de confianca a 95%
(ICy5%(®)), Valor-p e as estatisticas AIC, AICC e BIC.

Modelo Burr XII

C] Est. E.P. I1Cy5%(©) Valor-p
& 3,0002 0,2923 2,4190; 3,5814] < 0,001
k 4,4999 1,9450 [0,6320; 8,3677] 0,0231
S 48,6629 9,1464 [30,4743; 66,8515 < 0,001

Est. -20(©) =638,4 AIC=644,4 AICC=644,7 BIC=651,7
Modelo OBXII

C] Est. E.P. ICy5%(O) Valor-p
c 6,9475 1,4090 [4,1456; 9,7495] < 0,001
k 12557 0,0431 [12556,91; 12557,09] < 0,001
s 121,8200 30,0932 [61,9735; 181,6600] < 0,001
o} 0,3448 0,0819 [0,1819; 0,5078 | < 0,001

Est. -20(@) =619,0 AIC=627,0 AICC=6275 BIC=636,7

(b)

0.04
|
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= OBXlI
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== BurXl
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!

003
1
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0.02
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04

0.01
1

0.00
I

Figura 3: (a) Fungoes densidade de probabilidade estimadas dos modelos OBXII e Burr
XII e (b) fungoes acumuladas estimadas e empirica para os dados CO2.

Conclusao

Na literatura existem numerosas distribui¢oes para modelagem de dados. Porém, mui-
tas destas distribuicoes nao conseguem se ajustar bem a dados bimodais ou dados que
tem funcoes de risco nas formas unimodal ou banheira. Neste trabalho foi definida a dis-
tribuicao Odd Burr XII a fim de proporcionar uma maior flexibilidade a distribuicao Burr
XII por meio da adicao de um parametro de forma. As estimativas para os parametros do
modelo foram obtidas usando o estimador de maxima verossimilhanca. A potencialidade
da nova distribuicao ¢ ilustrada a partir de um conjunto de dados reais, em que por meio
das estatisticas AIC, AICC, BIC e do teste de razao de verossimilhanca observou-se a
superiodade do modelo OBXII quando comparado ao modelo base, Burr XII.
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